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车 辆 动力 学 是 研究 车 辆 操纵 稳定 性 、 行 驶 安全 性 和 驱动 效率 的 基础 理论 。 澳 大 利 亚 皇 家 

墨尔本 理工 大 学 Reza N. Jazar 教授 所 著 《 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (第 2 版)》 一 书 ， 是 一 部 
内 容 系统 丰富 、 阐 述 清 晰 深入 、 理 论 与 实践 并 重 的 高 水 平 若 作 。 
FLN. 亚 泽 尔 (Reza Nakhaie Jazar) 教授 的 研究 领域 涉及 以 智能 隔 振 器 为 重点 的 非 线 
性 动态 系统 动力 学 、 振 动 、 控 制 、 稳 定性 、 分 又 和 混沌 行为 研究 ， 以 自动 驾驶 车 辆 和 智能 / 
安全 车 辆 为 重点 的 车 辆 动力 学 、 操 纵 性 、 乘 适 性 和 稳定 性 研究 ， 以 非 线性 设计 应 用 为 重点 的 
微机 电 系 统 动力 学 、 设 计 、 优 化 、 控 制 和 稳定 性 研究 ， 以 及 以 时 间 和 能 量 优 化 控制 为 重点 的 
机 器 人 机 械 手 运动 学 、 动 力学 和 控制 研究 等 。 

该 书 除 了 在 车 辆 动力 学 基础 理论 方面 论述 充分 之 外 ， 其 显著 特色 是 采用 了 大 量 来 自 实际 
工程 的 案例 、 习 题 和 思考 题 帮 助 读 者 学 习 和 理解 ， 使 读者 充分 领略 车 辆 动力 学 问题 的 机 理 ， 
同时 培养 自己 解决 实际 问题 的 能 力 。 本 书 在 澳大利亚 一 些 大 学 车 辆 工程 专业 本 科 生 、 研 究 生 
以 及 企业 的 工程 师 或 研发 人 员 中 非常 受 欢 迎 ， 是 车 辆 动力 学 知识 学 习 的 主要 培训 教材 。 

本 书 第 10 章 ~ 第 13 章 由 刘 西 侠 翻 译 ， 第 9 章 和 第 14 章 由 方志 强 翻译 ,第 8 章 和 第 15 
章 由 宋 海军 翻译 。 在 翻译 过 程 中 ,课题 组 印 绵 浩 、 姚 新 民 、 金 谢 、 陈 红 迁 和 江 鹏 程 几 位 老师 
参与 了 多 数 章节 图 文 的 翻译 、 审 校 ， 车 辆 工程 专业 博士 研究 生 肾 俊 峰 、 谭 永 营 和 硕士 研究 生 
姚 东 强 、 吴 文 文 、 贾 伟 健 等 在 书 中 的 习题 翻译 、 审 校 、 试 做 方面 做 了 大 量 繁杂 的 工作 。 

译 者 在 翻译 过 程 中 力求 忠实 于 原著 和 理解 其 本 来 的 含义 ,但 限于 水 平 ， 难 免 有 错误 和 不 
准确 之 处 ， 有 恳请 广大 同行 和 读者 指正 。 
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如 果 没 有 我 的 学 生 和 同事 们 的 建议 和 贡献 ， 尤 其 是 哥伦比亚 大 学 和 皇家 墨尔本 理工 大 学 
里 的 学 生 和 同事 们 的 建议 和 贡献 ， 我 很 难 完成 本 书 第 2 版 的 工作 。 我 对 与 我 分 享 其 50 年 汽 
车 工业 经 验 的 朋友 Stefan Anthony 先生 深 表 感 谢 ， 特 别 感谢 Andy Fu 和 Hormoz Marzbani， 他 
们 认真 地 审阅 本 书 ， 并 指出 了 排 印 和 逻辑 上 的 错误 。 

这 一 版 中 引入 的 新 专题 来 自学 生 们 的 反馈 ， 这 些 反馈 帮助 我 前 明 并 完善 了 本 书 的 部 分 
内 容 。 

本 书 的 目的 是 试图 采取 把 我 自己 当成 学 生 的 形式 来 解释 车 辆 动力 学 。 本 书 涵盖 车 辆 动力 
学 所 有 方面 ， 为 学 生 提 供 了 详细 的 解释 和 信息 ， 能 够 为 学 生 和 工程 师 们 提供 帮助 和 重要 
参考 。 

本 书 的 第 1 版 由 Springer 于 2008 年 出 版 ， 第 1 版 出 版 不 久 就 在 行业 内 广 受 欢迎 。 除 了 
我 自己 的 学 生 和 同事 外 ， 还 要 感谢 众多 其 他 读者 ， 他 们 的 问题 、 意 见 和 建议 为 我 完成 第 2 版 
提供 了 很 大 的 帮助 。 
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本 书面 向 工程 专业 的 学 生 ， 介 绍 车 辆 动力 学 的 基础 知识 ， 这 些 知 识 可 以 用 于 开发 公路 车 
辆 乘坐 舒适 性 、 操 纵 性 及 优化 分 析 的 计算 机 程序 。 

车 辆 动力 学 在 工程 专业 的 课程 中 已 经 存在 了 一 百 多 年 ， 关 于 这 方面 的 书籍 比较 多 ， 但 多 
是 面向 专家 层次 的 ， 并 不 适合 应 用 于 课 演 教学 。 刚 和 人 门 的 学 生 、 工 程 师 或 研发 人 员 不 知道 从 
何 处 和 怎样 开始 车 辆 动力 学 的 学 习 。 因 此 ， 有 必要 为 初学 者 编写 一 本 教材 。 本 书 提供 了 满足 
该 领域 未 来 发 展 需求 的 知识 基础 。 

本 书 的 层次 

本 书 源 自 近 十 年 的 非 线性 动力 系统 研究 和 车 辆 动力 学 课程 教学 ， 主 要 面向 本 科 生 最 后 一 
学 年 和 工程 专业 研究 生 第 一 学 年 的 学 习 。 因 此 该 书 是 一 本 中 间 层 次 的 教材 ， 既 提供 了 基础 知 
识 ， 又 包含 前 沿 课 题 。 全 书 可 以 分 在 相互 关联 的 两 门 课程 中 讲授 ， 也 可 以 跳 过 某 些 章节 在 一 
门 课程 中 讲授 。 学 生 需 要 掌握 一 定 的 运动 学 和 动力 学 基础 ， 以 及 数值 方法 的 基本 知识 。 

本 书 的 内 容 力 求 保 持 在 一 定 的 理论 - 实践 层次 ， 对 很 多 概念 都 做 了 深入 的 解释 ， 并 对 其 
应 用 进行 了 重点 阐述 ， 对 大 量 的 相关 理论 进行 了 证 明 。 本 书 强调 概念 的 物理 含义 和 应 用 ， 所 
选择 的 主题 是 本 领域 的 热点 ， 其 目的 在 于 为 学 生 提 供 丰 富 的 专题 范围 和 方法 途径 。 

本 书 共有 四 章 与 车 辆 动力 学 不 是 直接 相关 : 应 用 运动 学 、 应 用 机 构 学 、 应 用 动力 学 和 应 
用 振动 学 ， 这 儿童 为 理解 车 辆 动力 学 及 车 辆 子 系统 动力 学 提供 相关 背景 知识 。 

本 书 的 结构 

为 便于 教学 和 自学 ， 本 书 结构 组 织 如 下 。 第 1 章 “ 基 础 知识 ”包含 轮胎 、 轮 罗 及 公路 
车 辆 分 类 简 述 等 一 般 预 备 知识 。 

第 一 部 分 “车 辆 驱动 ”介绍 正 向 车 辆 动力 学 、 轮 胎动 力学 和 传动 系统 动力 学 。 正 向 动 
力学 涉及 质量 转移 、 加 速 、 制 动 ， 发 动机 性 能 和 变速 器 传动 比 设计 等 内 容 。 

第 二 部 分 “车 辆 运动 学 ”详细 讨论 转向 系 和 悬 架 系 等 车 辆 机 械 子 系统 。 

第 三 部 分 “车 辆 动力 学 ”应 用 牛顿 方法 和 拉 格 朗 日 方法 研究 车 辆 操纵 动力 学 。 

第 四 部 分 “车 辆 振动 ”详细 讨论 车 辆 的 振动 问题 。 目 的 是 介绍 和 示范 对 车 辆 建立 多 自 
由 度 振动 系统 模型 的 基本 方法 。 和 牛顿 - 欧 拉动 力学 方法 和 拉 格 朗 日 方法 的 概念 ， 同 时 用 于 推 
导 运 动 方程 。 介 绍 了 和 车辆 悬 架 系 设计 的 RMS 优化 技术 ， 并 应 用 于 车 辆 悬 架 系 。 优 化 技术 的 
成 果 是 获得 汽车 或 悬 架 装置 的 最 佳 刚度 和 阻尼 。 

方法 介绍 

本 书 采 用 “事实 -原因 - 应 用 ”结构 ,“ 事 实 ” 是 每 一 节 中 引入 的 主要 议题 ， 通 过 “证 
HA” 的 方式 找 出 “原因 ”。 事 实 的 应 用 在 “案例 ”中 验证 ， 案 例 是 本 书 中 非常 重要 的 部 分 ， 
这 些 案例 说 明了 如 何 应 用 这 些 “ 事 实 ”。 案 例 还 涵盖 了 用 于 拓展 本 节 议 题 的 其 他 “事实 ”。 

预备 知识 要 求 

因为 本 书 是 面向 工程 专业 的 高 年 级 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 ， 故 假设 读者 熟悉 矩阵 算法 和 
基本 动力 学 。 本 书 的 预备 知识 包括 运动 学 、 动 力学 、 癌 量 分 析 和 和 拖 阵 理论 基础 ， 上 述 基础 知 
识 通 常 在 本 科 生 前 三 年 的 学 习 中 教授 。 
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单位 制 
如 无 特殊 说 明 ， 本 书 采用 国际 单位 制 (SI)。 用 度 C) RIE (rad) 作为 表示 角度 大 
小 变量 的 单位 。 
符号 
。 小 写 加 粗 字 母 表示 向 量 ， 向 量 可 以 在 mn 维 欧 几 里 得 空间 中 表示 。 例 如 : 
r s d a b c 
P q v w y Z 
w a € 0 6 h 
。 大 写 加 粗 字 母 表 示 动 力学 问 量 或 动力 学 矩阵 ， 如 力 和 力矩 。 例 如 : 
F M 
。 带 上 折线 的 小 写字 母 表示 单位 问 量 ， 单 位 向 量 不 加 粗 。 例 如 : 
i j k è ù n 
SG ote a oe TE: 























带 上 波浪 线 的 小 写字 母 表 示 与 某 向 量 关 联 的 3 x 3 REER AA: 























上 面 带 有 箭头 的 两 个 大 写字 母 表示 某 位置 向 量 的 起 点 和 终点 。 例 如 : 
OV= 从 0 指向 N 的 位 置 向 量 
向 量 的 长 度 由 不 加 粗 的 小 写字 母 表示 。 例 如 : 


b=1 bl 





s=lsl 








a=lal 





r=lrl 





首 字母 B 用 来 表示 体 坐 标 系 。 例 如 : 


B (oxyz) B (Oxyz) 





B, (0, % Yiz1) 





惯性 坐标 系 或 固定 坐标 系 。 例 如 : 


G (OXYZ) 


首 字 母 G 用 来 表示 全 域 坐标 系 、 


G (XYZ) 























。 转换 矩阵 的 右 下 标 表示 起 始 坐标 系 。 例 如 ; 
Rs = 由 坐标 系 (oxyz) 开始 的 转换 矩阵 

。 转换 矩阵 的 左上 标 表示 目标 坐标 系 。 例 如 ; 

Ry = 由 坐标 系 B (oxyz) 向 坐标 系 C (OXYZ) 的 转换 矩阵 。 

。 如 果 大 写字 母 尺 带 有 起 始 坐 标 系 和 目标 坐标 系 ， 则 表示 旋转 或 转换 矩阵 。 例 如 : 
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[cosa -siną 0 
°R,=| sina cosa ] 

0 0 1 
。 当 没 有 上 标 或 下 标 时 ,用 方 括 弧 形 式 表 示 和 矩阵 。 例 如 : 


[cosa -sing ] 








[T] =| siną cosa 0 
0 0 1 
。 向 量 的 左上 标 表示 该 向 量 在 左上 标 坐 标 系 中 表示 ， 该 上 标 说 明了 该 向 量 所 属 的 坐标 
系 ， 因 此 ， 向 量 采用 该 坐标 系 的 单位 向 量 表示 。 例 如 : 
“r= 在 坐标 系 G( OXYZ) 中 表示 的 位 置 向 量 
。 癌 量 的 右 下 标 表示 向 量 参考 的 头 部 端点 
Crp = 在 坐标 系 C (OXYZ) 中 表达 的 点 P 的 位 置 向 量 
。 角速度 向 量 的 右 下 标 表示 该 角度 向 量 所 参考 的 坐标 系 
wp = 本 体 坐 标 系 B(oxyz) 的 角速度 
。 角速度 向 量 的 左下 标 表示 测量 该 角度 向 量 时 参考 的 坐标 系 。 例 如 : 
cor = 本 体 坐 标 系 B(oxyz) 相 对 于 全 域 坐 标 系 G( OXYZ ) 的 角速度 
。 角速度 向 量 的 左上 标 是 指 表达 该 角速度 所 在 的 坐标 系 ， 例 如 : 
Cor = 在 本 体 坐 标 系 By 中 表达 的 体 坐 标 系 Bi 相对 于 全 局 坐标 系 C 的 角速度 
角速度 的 下 标 和 上 标 相 同时 ， 通 常会 去 掉 左 上 标 。 例 如 : 
corti HF tog 
对 位 置 向 量 、 速 度 向 量 和 加 速度 向 量 ， 如 果 左 上 标 和 左下 标 相 同 ， 通 常会 去 掉 左 下 标 。 
例如 : 
















































































BU p HAS? Up 
© 求 导 计算 时 的 左上 标 表示 被 求 导 计 算 变 量 所 处 的 坐标 系 。 例 如 : 
“d ĉde, “de, 
di” d? dt? 
如 果 变 量 是 向 量 函 数 ， 而 定义 该 向 量 的 坐标 系 与 时 间 导 数 所 处 的 坐标 系 相 同 ， 可 以 用 如 
下 简写 记 法 ， 














Cde a Bq ; 
g ren Te di Orp =0rp 
同时 可 简化 方程 的 写法 。 例 如 : 


G 
G dc C 
=— rlt) =r 
v =") 


© 大 写 加 粗 字 母 了 表示 单位 矩阵 ， 该 矩阵 随 维 数 不 同 ， 可 以 是 3 x3 或 4 x4 等 单位 矩 
Meo h 或 4 等 用 于 表示 和 矩阵 了 的 维 数 。 例 如 : 


1 0 0 
-| 1 | 
0 0 1 
。 星 号 太 表 示 较 为 前 沿 的 专题 或 者 指 本 科教 学 中 可 以 不 选用 的 案例 ， 这 些 内 容 可 以 
在 首 度 阅读 时 略 掉 。 
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9 应 用 动力 学 





刚体 车 辆 的 动力 学 可 以 看 作 是 相对 于 静止 全 域 坐标 系 的 刚体 运动 ， 本 章 将 对 描述 刚体 平 
移 和 旋转 运动 的 牛顿 运动 方程 和 欧 拉 运 动 方程 等 动力 学 定律 进行 回顾 。 
9.1 动力 学 要 素 

首先 说 明 本 节 讨 论 要 用 到 的 动力 学 要 素 的 定义 。 
9.1.1 FFAS 

在 牛顿 动力 学 中 ， 作 用 在 连接 着 的 刚体 系统 上 的 力 可 以 分 为 内 力 和 外 力 。 内 力 是 指 相互 
接触 的 刚体 之 间 的 作用 力 ， 外 力 是 指 从 系统 外 部 施加 的 力 。 外 力 可 以 是 接触 力 ， 比 如 作用 在 
驱动 车 轮 接地 印迹 上 的 牵引 力 ， 也 可 以 是 车 身 力 ， 比 如 车 身受 到 的 重力 。 

外 力 和 外 力 和 称 作 负 载 ， 作 用 在 刚体 上 的 一 组 力 和 力矩 ， 如 图 9. 1 所 示 的 车 辆 所 受 的 力 


和 力矩 ， 称 作 力 系 。 合 力 或 总 力 环 表示 作用 在 刚体 上 所 有 外 力 的 向 量 和 ， 合 力矩 或 总 力矩 
M 表示 所 有 外 部 力 构成 力矩 的 向 量 和 。 








Fa X Mo | Ms 


F3 
图 9.1 和 车辆 力 系 是 指 作用 在 接地 印迹 上 的 力 和 力矩 

















F = Do (9.1) 
M = > M; (9. 2) 


设 有 一 个 作用 在 位 于 rp 处 点 P 的 力 f， 对 通过 原点 的 单位 向 量 为 4 的 直线 1 的 力 的 
EN 
M, =ù (rs xF) (9.3) 
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力 正 对 位 于 ro 处 点 0 NYSE 
Mo=(rp-ro) XF (9. 4) 
所 以 , 下 对 原点 的 矩 为 
M =rp xF (9.5) 
力 的 和 矩 也 称 作 扭 矩 或 力矩 。 




















力 系 的 作用 等 效 于 合力 与 力 系 合力 矩 的 共同 作用 ， 如 果 两 个 力 系 的 合力 与 合力 矩 相 等 ， 
则 这 两 个 力 系 等 效 。 如 果 一 个 力 系 的 合力 等 于 0， 则 该 力 系 的 合力 矩 与 坐标 系 原 点 无 关 ， 这 
样 的 合力 矩 称 作 力 偶 。 

当 力 系 简化 为 相对 于 参考 点 P 的 合力 Fp SANE Mp 时 ， 则 可 以 将 该 参考 点 变换 为 另 
一 个 参考 点 Q， 并 求 出 新 的 合力 与 合力 矩 。 
































Fo =F) (9. 6) 
Mo =Mp + (rp-ro) XFp =Mp + ofp X Fp (9.7) 
9.1.2 动量 
某 一 运动 刚体 的 动量 是 大 小 等 于 该 刚体 总 质量 乘 以 其 质心 移动 速度 的 向 量 。 
p=mv (9. 8) 


动量 p 也 称 作 平 动 动量 或 直线 动量 。 
设 某 一 刚体 的 动量 为 局， 该 动量 对 通过 原点 的 ， 方 向 单位 向 量 为 v 的 直线 AY 
工 为 











L, =ù- (re XP) (9.9) 
式 中 ，rc 是 质心 CMP, Bet p OSU Wa 
L=r,xP (9. 10) 
动量 矩 工 又 称 作 角 动 量 。 
9.1.3 FB 








矢量 表示 可 以 用 一 条 包含 起 点 0 和 终点 已 的 有 方向 的 直线 段 代表 的 任意 物理 量 。 矢 量 


也 可 以 用 两 个 按 顺序 排列 的 点 和 一 个 箭头 表示 ， 例 如 OP， 因 此 PP 表示 在 点 尸 位 置 的 零 矢 
量 。 矢 量 最 多 可 以 具有 五 种 特征 量 : 长 度 、 轴 、 端 点 、 方 向 、 物 理 量 ， 其 中 长 度 和 方向 对 任 
意 矢量 都 是 必须 具备 的 特征 量 。 

1) 长 度 。 矢 量 的 长 度 表示 该 矢量 所 代表 的 物理 量 的 大 小 。 

2) 轴 。 矢 量 所 在 的 直线 ， 是 矢量 的 轴 ， 又 称 作 作用 线 。 

3) 端点 。 矢 量 的 起 点 或 终点 称 作 作用 点 ， 表 示 矢 量 在 该 点 作用 。 

4) 方向 。 矢 量 的 方向 表示 矢量 在 轴线 上 指向 的 方向 。 

5) 物理 量 。 任 何 矢量 均 代表 一 个 物理 量 ， 如 果 一 个 物理 量 可 以 用 矢量 表示 ， 则 该 物理 
量 称 作 矢 量 物理 量 。 物 理 量 的 大 小 与 矢量 的 长 度 成 比例 ， 尽 管 矢量 可 以 没有 量 纲 ， 但 是 没有 
物理 量 的 矢量 没有 意义 。 

根据 物理 量 和 应 用 情况 ， 共 有 7 种 矢量 : 点 矢量 、 线 矢量 、 面 矢量 、 自 由 矢量 、 点 - 直 
线 矢量 、 点 - 面 矢量 和 点 - 自由 矢量 。 以 下 分 别 作出 解释 : 
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1) 点 矢量 。 如 果菜 矢量 的 所 有 特征 量 : 长 度 、 轴 、 端 点 、 方 向 和 物理 量 均 确 定时 ， 则 
该 矢量 称 作 有 界 矢 量 、 点 矢量 ， 点 矢量 固定 在 某 点 不 动 。 

2) 线 矢 量 。 如 果 矢 量 的 作用 点 在 轴 上 ， 又 没有 被 固定 ， 则 该 矢量 称 作 滑 动 矢量 、 线 矢 
量 。 线 矢量 可 以 在 其 轴 上 自由 滑动 。 

3) 面 矢 量 。 如 果 矢 量 的 作用 点 可 以 在 某 个 面 上 始终 保持 平行 移动 ， 则 该 矢量 称 作 面 和 
量 。 如 果 该 面 为 平面 ， 则 该 矢量 称 作 平面 矢量 。 

4) 自由 矢量 。 如 果 矢 量 的 轴 没 有 固定 ， 则 该 天 量 称 作 自 由 矢量 或 方向 矢量 。 自 由 矢量 
可 以 在 保持 方向 不 变 的 情况 下 平行 地 移动 到 指定 空间 中 的 任意 一 点 。 

5) 点 -直线 矢量 。 如 果 矢 量 的 起 点 固定 ， 其 终点 可 以 在 某 一 直线 上 滑动 ， 则 该 矢量 称 
作 点 - 直线 矢量 。 点 - 直线 矢量 的 长 度 和 方位 变量 受 某 些 条 件 约束 ， 但 是 ， 如 果 点 -HERR 
量 的 起 点 和 终点 都 在 其 滑动 所 在 的 直线 上 ， 则 其 方位 也 是 常量 。 

6) 点 - 面 矢 量 。 如 果 矢 量 的 起 点 固定 ， 其 终点 可 以 在 某 个 面 上 滑动 ， 则 该 矢量 称 作 
点 - 面 矢量 。 点 - 面 矢 量 的 长 度 和 方位 变量 受 某 些 条 件 约束 ， 如 果 该 面 为 平面 ， 则 该 天 量 称 
作 点 -平面 矢量 ， 点 - 面 和 撩 量 的 起 点 也 可 能 会 在 其 滑动 所 在 的 面 上 。 

7) 点 一 自由 矢量 。 如 果 矢 量 的 起 点 固定 ， 其 终点 可 以 在 某 指定 空间 中 任意 移动 ， 则 该 
矢量 称 作 点 - 自由 矢量 ， 点 - 自由 矢量 的 长 度 和 方位 都 是 变量 。 

两 个 矢量 只 有 代表 相同 物理 量 且 在 同一 坐标 系 中 表示 时 才 有 可 比 性 ， 如 果 两 个 矢量 有 可 
比 性 、 类 型 相同 且 特 征 基 相等 ， 则 称 这 两 个 矢量 相等 。 如 果 两 个 矢量 有 可 比 性 、 类 型 相同 且 
可 以 互相 代替 ， 则 称 这 两 个 矢量 是 等 效 矢 量 。 矢 量 只 能 在 同 轴 时 才能 相 加 ， 如 果 矢 量 不 同 
轴 ， 则 需要 将 矢量 分 解 再 进行 相 加 。 

力 是 滑动 矢量 ， 力 偶 和 力矩 是 自由 矢量 。 


9.1.4 运动 方程 


牛顿 第 二 运动 定律 和 牛顿 第 三 定律 重点 阐述 力 系 的 应 用 ， 第 二 运动 定律 ， 又 称 作 牛顿 运 
动 方程 指出 ， 直 线 动量 的 全 域 变化 速率 与 全 域 作 用 力 成 正比 。 






















































































































































































cd cd 
“P= "=a, (m° v ) (9.11) 


牛顿 第 三 运动 定律 指出 ， 两 个 物体 之 间作 用 的 作用 力 与 反作用 力 大 小 相等 ， 方 向 相反 。 
第 二 运动 定律 可 以 扩展 到 包括 旋转 运动 ， 因 此 ， 第 二 运动 定律 还 指出 ， 角 动量 的 全 域 变 
化 速率 与 全 域 作 用 力矩 成 正比 。 

















Cd 





Cag dc 
M=7; L (9.12) 
证 明 : 对 动量 力矩 式 (9.10) 求 微分 得 到 
G G G G 
“de, _d _ dc “dp 
a L = 了 (re xp) = T xP +rox 4; ) 
G 
= "re xe =r, x °F =°M (9. 13) 


9.1.5 功 和 能 量 


MEHM, WEH vp, MEE ro 的 运动 物体 P 的 动能 下 为 
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lve 1 
K=m 7 


式 中 ，G 表示 速度 矢量 vp 所 在 的 全 域 坐标 系 。 从 点 1 运动 到 点 2 过 程 中 作用 力 %F 对 m 所 做 
的 功用 矢量 表示 ， 即 


v= m(°d_ +” v p+ b@p X rp)” (9. 14) 





2, 7 
Ws af CR. dêr (9.15) 
同时 ， 
[ CF. dr = mf 26 v-"vdt = imp t v dt 
= Ima -好 ) = K,-K, (9. 16) 
上 式 表明 ,| W 等 于 物体 在 终点 和 起 点 上 的 动能 之 差 。 
| Wy =K, -K, (9.17) 
式 (9.17) 称 作 做 功 和 能 量 定理 。 如 果 存 在 一 个 标量 势 场 函数 V=V(x, y, z) ， 则 有 
dV avs OV aV; 
Peer ees se aye eee (9. 18) 
那么 ， 做 功 和 能 量 定理 简化 为 能 量 守恒 定理 。 
K +V, =K, +V, (9. 19) 


势 场 函 数 V=V(x, y, z) 的 值 即 为 系统 的 势能 。 
例 374 质心 位 置 
刚体 质心 在 坐标 系 中 的 位 置 用 ”rc 表示 ， 通 常 在 连 体 坐标 系 B 中 度量 。 





1 
Be 22 
re = a 几 。 rdm (9.20) 
1 
一 | xdm 
oH 
z ih 
Ye = zy (9.21) 
ZC 1 
一 |zdm 
图 9. 2 中 的 工 形 对 称 刚体 零件 ， 均 匀 密 度 p =1， 对 其 进行 质心 积分 ， 即 可 得 到 零件 质 
Yı y 
A A 
名 a NS 
人 By 
45° z 
Y Y SK 
K go 





图 9.2 工 形 对 称 零件 的 主 坐 标 系 
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心 C 的 位 置 ，C 在 x 方向 的 位 置 为 











1 1 b> +ab -a 

Xo = 二 | adm = 元 | zad4 二 (9. 22) 

由 于 零件 是 对 称 的 ， 所 以 有 

b +ab -a 
= -ýp = —— 9.23 
Yc *¢ dab +2a? ( ) 
a=bitt, C 的 位 置 为 

J -ac => (9.24) 


例 37S 女 ”任何 力 系 都 等 效 于 一 个 偶 单 力 组 

根据 Poinsot 理论 : 任何 力 系 都 等 效 于 一 个 单独 的 力 和 一 个 平行 于 该 力 的 力矩 。 设 五 和 
M 为 某 力 系 的 合力 与 合力 矩 ， 将 该 力矩 根据 力 的 作用 轴 分 解 为 平行 分 量 My 和 垂直 分 量 
M | 。 力 了 和 垂直 力矩 M ,可 以 用 一 个 平行 于 F 的 单独 的 力 F' 人 代替， 所以， 该 力 系 简化 为 互 
相 平 行 的 力 F' 和 力矩 My ， 一 个 力 以 及 一 个 绕 该 力 轴线 的 力矩 称 作 偶 单 力 组 。 

Poinsot 理论 与 Chasles 理论 相似 ，Chasles 理论 中 : 任何 刚体 的 运动 都 等 效 于 一 个 螺旋 运 
动 ， 即 一 个 平移 运动 以 及 一 个 绕 该 平移 轴线 的 转动 。 

在 螺旋 运动 与 偶 单 力 组 之 间 没 有 像 牛 顿 运动 方程 那样 的 简单 的 关系 ， 如 果 存 在 螺旋 运动 
的 二 次 导数 与 施加 作用 的 偶 单 力 组 成 正比 这 样 的 关系 ， 则 可 以 得 到 牛顿 运动 方程 与 欧 拉 运动 
方程 的 组 合 运 动 方程 。 

例 376 女 ”运动 连 体 坐 标 系 中 运动 点 的 运动 

例 216 中 求 出 的 图 5.9 所 示 的 运动 点 P 的 速度 和 加 速度 为 


G 



































vp= dys Ril’ vp +2æpx”rp) (9. 25) 


G Gy G B B B By B 
ap="dp+ "Rp ("ap +2¢@p X v p+ C@pzX Tp) 


+ Rg [Cog (Cop x"rp) | (9. 26) 
因此 ， 质 点 忆 的 运动 方程 为 
CF =m°ap 


=m [dy+°Rs (Pap +22 eg x20 p + Bag x? rp) | 
+m°Ry [cog (Gap x”rp)] (9. 27) 
例 377 旋转 坐标 系 中 的 牛顿 运动 方程 
设 一 个 球形 刚体 (例如 地 球 ) 上 有 一 个 固定 的 点 ， 该 球形 刚体 以 稳定 的 角速度 w 转动 。 
运动 着 的 刚体 上 点 了 的 运动 方程 ， 可 以 在 动 坐标 系 中 动 点 的 运动 方程 式 (9.27) PS 
“dy = (Op =0 求 出 。 
BPF =m’ap + mean xX (Lop X rp) +2mba, x2rp 
mia, (9. 28) 
上 式 表 明 ， 在 旋转 坐标 系 中 ， 和 牛顿 运 动 方 程 F=ma 应 做 一 定 的 调整 。 
例 378 地 球 自转 偏向 力 ( 科 里 奥 利 力 ) 
地 球 表 面 运动 着 的 车 辆 上 一 点 的 运动 方程 为 


PF =m”ap + mop, x (bog X"rp) +2meapz x vp (9. 29) 
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整理 后 得 到 





BF -miwp X (Lap Xx rp) —2mba, X” v P=m* ap (9.30) 
式 (9.30) 是 关于 在 旋转 坐标 系 中 观察 者 的 运动 方程 ， 这 正 是 位 于 地 球 上 的 观察 者 的 情况 。 
方程 的 左边 称 作 有 效力 For 
Fr=2PF-meaopx (Bægx’rp) -2mpcop x" vp (9.31) 
因为 看 起 来 像 是 在 这 个 力 的 影响 下 才 使 质点 在 刚体 坐标 系 B 中 运动 。 
式 中 第 二 项 是 离心 力 的 负数 ， 指 向 外 侧 。 在 地 球 赤道 位 置 该 力 达 到 最 大 值 ， 大 约 是 重力 
加 速度 的 0.3% 。 














2m 366. 25)? 
24 x 3600365. 25 


=3. 3917 x 10 -2m/s? (9, 32) 
如 果 考 虑 由 地 球 半 径 变 化 引起 的 重力 加 速度 的 变化 量 ， 因 为 地 球 极 地 半径 为 R = 
6356912m， 地 球 赤 道 半径 为 R=6378388m， 则 重力 加 速度 变化 量变 为 0.53%。 所 以 ,一 般 
而 言 ， 一 名 运动 员 ， 例 如 撑 午 跳 运 动员 ， 在 北极 训练 后 再 到 赤道 地 区 参加 比赛 时 ， 通 常会 取 
得 更 好 的 成 绩 。 
有 效力 的 第 三 项 称 作 科 里 奥 利 力 或 科 里 奥 利 效应 ，Fc， 与 w 和? "垂直 。 对 于 在 北 半 
球 纬度 为 9 处 向 赤道 运动 的 质量 m， 应 该 对 该 质量 提供 一 个 与 科 里 奥 利 效 应 相等 的 问 东 方向 
的 侧 向 力 ， 以 保持 其 相对 于 地 面 的 运动 方向 。 
„ =1.4584 x10 -3p, cos@ kgm/s’ (9. 33) 
科 里 奥 利 效 应 是 导致 火车 轨道 、 nee 
利 力 不 足 也 会 导致 风 、 发 射 器 、 洪 水 和 空中 落体 等 改变 
例 379 单身 运动 中 的 功 、 力 和 动能 


质量 为 m =1200kg 的 车 辆 初始 动能 为 K=6000J， 该 车 辆 在 一 个 恒定 力 F =F] =40007 的 
作用 下 ， Se OD ee ae 


rw” = 6373. 388 x 10° x 




















Fe =2m?w, xv 




















w= f” F. ar -人 “4000d = 4 x 10°N+m = 4MJ (9. 34) 
r(0 
车 辆 在 时 间 终 止 时 的 动能 》 

K(1,) =W + K(0) =4006000J (9.35) 
时 间 终 止 时 车 辆 的 速度 为 


= E 
v = 81. 7m/s =22. 694km/h (9.36) 


例 380 ”直接 动力 学 和 六 向 动力 学 



































如 果 作 用 力 随 时 间 变 化 , 且 变 化 函数 已 知 , 则 
F(t) =mr (9. 37) 
可 以 通过 积分 求 出 运动 方程 的 通 解 ， 即 
#(1) = Fo) + [F(t (9. 38) 


r(t) = F(t) Eo) (t= to) + Ef [ F(a) dade (9.39) 
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这 种 问题 称 作 直接 动力 学 或 正 向 动力 学 。 
如 果 运 动 路 径 对 时 间 的 函数 r() 已 知 ， 则 使 系统 在 路 径 上 运动 所 需要 的 力 可 以 通过 微 
分 求 出 ， 即 

















dd, © 
F(t) are, (9. 40) 


这 种 问题 称 作 非 直接 动力 学 或 逆向 动力 学 。 

例 381 太 ”运动 方程 中 的 力 函 数 

根据 定义 ， 力 的 性 质 改 变 物 体 的 运动 ， 其 大 小 等 于 质量 乘 以 加 速度 。 在 数学 意义 上 ， 运 
动 方程 是 一 个 二 次 矢量 微分 方程 。 








mr =F(?, r, t) (9.41) 
一 般 假设 力 函 数 仅 是 关于 时 间 t、 位 置 r 和 速度 7 的 函数 。 换 言 之 ， 只 要 可 以 证 明 作用 
力 仅 是 7 了 , 和 4 的 函数 ， 则 牛顿 运动 方程 始终 能 够 适用 。 
如 果 存 在 一 个 跟 加 速度 、 加 速度 变化 率 或 其 他 变量 有 关 的 作用 力 ， 不 能 转换 成 +,r 和 
t， 则 该 系统 不 是 牛顿 动力 学 系统 。 对 于 非 牛顿 动力 学 系统 ， 尚 没有 已 经 证 知 的 运动 方程 ， 
因为 























F(r,r,7,r,-, t) mr (9.42) 
在 牛顿 力学 中 ， 假 设 力 仅 是 了 ,， rA t WR KENA EEE, (AE 
人 们 通常 忽略 掉 除 7*,，r 和 + 之 外 的 变量 。 
因为 式 (9.41) 是 力 的 线性 方程 ， 所 以 遵守 厂 加 原理 。 当 某 一 质量 m 受 几 个 力 Pj， 
F,, Fy 的 作用 时 ， 可 以 计算 其 矢量 和 
F=F, +F, +F; ++ (9.43) 
进而 形成 作用 在 m 上 的 合力 。 因 此 ， 如 果 力 F, 提供 的 加 速度 为 7 ， 力 F, 提供 的 加 速 
EN r, 

















mr, =F, mr, =F, (9.44) 
那么 合力 F, =F, +F, 提供 的 加 速度 rs 应 为 
r3 =r, +r (9.45) 





为 了 说 明 牛 顿 运 动 方程 不 适用 于 力 不 仅 仅 是 站 ，r 和 上 的 函数 的 情况 ， 现 假设 一 个 质量 
为 m 的 质点 受 x 轴 上 两 个 与 加 速度 相关 力 F(x*) 和 F(x) 的 作用 。 











mx, =F(x1) mx, =F,(%2) (9.46) 
质点 在 两 个 力作 用 下 的 加 速度 应 为 xs 
mx, =F; (x3) +F, (Xx) (9.47) 
但 是 ， 必 须 满足 
x3 =x] + Hy (9. 48 ) 


同时 又 要 满足 
m(x, +X) =F, (x, +X) + F(X, +) 
#F, (x) +F, (%3) (9. 49) 


9.2 刚体 平 动 动力 学 
图 9. 3 所 示 为 在 全 域 坐标 系 中 的 一 个 运动 物体 ， 假 设 该 连 体 坐标 系 固定 在 物体 质心 上 ， 
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点 己 表 示 一 个 具有 微 质 量 dm 的 无 穷 小 的 刚体 球 ， 该 点 质量 dm 上 作用 有 无 穷 小 的 力 df， 速 
EH vp o 
= es 
Z A 
A 
ie P 
B 0 ca yd 
P 
> “dy 6r, 
x, 
(< ok 
Xi Ay 
图 9.3 J of MEAD FLARE o pies oh AY aE 
根据 牛顿 运动 定律 
df = “apdm (9. 50) 
同时 ， 整 个 物体 在 全 域 坐标 系 中 的 运动 方程 为 
CF =m°a, (9.51) 
在 连 体 坐标 系 中 可 以 表示 为 
BF = map + mews x ?vp (9. 52) 
F, ma, +m( wV, - ov, ) 
F, = ma,-m(o,v,-w,v,) (9. 53) 
F, ma, +m(w,v, —@,0,) 
这 些 方程 中 ，as 是 物体 质心 C 在 全 域 坐标 系 中 的 加 速 BEAR, m 是 物体 的 总 质 质量 ,FF 是 作 











用 在 C 处 外 力 的 合力 。 
证 明 : 在 质心 位 置 连 体 坐 标 系 称 作 中 心 坐标 系 ， 如 果 坐 标 系 B 是 中 心 坐 标 系 ， 则 质心 C 


的 定义 如 下 























| "rand = 0 (9.54) 
ee aa ee eels 
Tam = Cdp + + Ream (9. 55 ) 





AP, “dp 是 中 心 坐标 的 全 域 位 置 向 量 。 因 此 
La randm = = je "dpdm +R, ® Fg, dm 





= | ĉdgdm = ĉdp | dm = md» (9.56) 


两 边 对 时 间 求 导 得 到 
msds = m? Vp = [, Stamm = 上 Vim dm (9. 57) 
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m “vp = ma, = i Gj mdm (9.58) 


BÆ, RX df = “vpdm， 所 以 








map = iF df (9.59) 


右边 的 积分 是 所 有 作用 在 物体 上 的 合力 ， 内 力 相 互 消除 ， 所 以 最 终结 果 是 所 有 外 部 作用 
力 的 矢量 和 , F, Att 





CF = maz =m in (9. 60) 
在 连 体 坐标 系 中 
OF =*Ro°F =m Roag = may 
=m"ap + mea, Xvp (9.61) 
牛顿 运动 方程 在 连 体 坐标 系 中 的 展开 形式 等 于 


SF = may + mew, X vp (9. 62) 


ma, +m(w,v, —@,v, ) 
三 ma, —m(o,0v, -wv ) (9. 63) 
ma, +m(w,v, —@,0,) 
例 382 缠绕 的 绳子 
图 9. 4 所 示 是 一 条 忽略 质量 和 粗细 的 绳子 ,绳子 紧 密 缠绕 在 一 个 半径 为 RR、 质 量 为 m 的 均 
匀 重 盘 上 。 绳 子 固定 在 刚性 支撑 上 ， 圆 盘 松 开 后 向 下 垂直 滚动 。 圆 盘 在 运动 中 受到 两 个 力 的 作 
用 ， 即 自身 重力 mg 和 绳子 的 张 紧 力 7。 国 盘 的 平 动 运动 方程 在 全 域 坐标 系 中 表示 较为 方便 ; 






































到 9.4 紧密 绰 绕 在 质量 均匀 的 重 盘 上 的 忽略 质量 和 粗细 的 绳子 

Yi Fy =- mg +T = mY (9. 64) 
而 其 旋转 运动 方程 在 连 体 坐 标 系 中 表示 比较 简单 : 
X M, = TR =218ap tba, x Bog = 10 (9. 65) 
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对 坐标 了 和 6 存在 如 下 约束 : 














Y= Yo - R0 (9. 66) 
为 了 求解 运动 方程 ,在 式 (9.64) MÈ (9.65) 中 消去 7， 得 到 
my= me+ Fe (9. 67) 
进而 用 约束 条 件 消去 了 
p2 mg 
(cea (9.68) 
R 
现在 可 以 求 出 7T, Y ALY: 
Ie I 
a ORL (9. 69) 
_ _ mk? ___mR*_, : 
RE VS i HOE ED) (9.70) 





对 于 一 个 7=0 的 质量 点 ， 下 落 加 速度 与 质点 的 自由 落体 加 速度 相同 。 但 是 ， 对 于 #0 
的 刚体 ， 因 为 圆 盘 的 动能 分 化 为 转动 和 平 动 ， 所 以 圆 盘 的 下 落 加 速度 会 变 小 。 


9.3 刚体 转动 动力 学 
刚体 的 转动 运动 方程 是 欧 拉 方 程 。 


G 
PM = LL + boop XL 

















= "Tap + Gog x (op) (9.71) 
AP, 工 是 角 动 量 。 
BL = Bog (9.72) 
7/ 是 刚体 的 质量 惯性 矩 : 
Dr Tig 
CERE Oa S (9.73) 
Le mee 
! 的 元 素 是 刚体 质量 分 布 的 函数 ， 可 以 定义 为 
在 = [San timad j=1,2,3 (9.74) 
AP, Sn eA bE 8 函数 。 
1 m=n 
Su fh oe (9.75) 





欧 拉 方程 式 (9.71) 的 展开 形式 是 
M, =1,,.0,+1,,@, +10, — (1, -L,)o,o, 


-o,1,.) (9. 76) 





2 2 
-1,,(@; — wy) 一 we(w: Ly 
M, mets +L, 


-1 (oz -w ) -w, (wl -0l ) (9.77) 


2 Ky 


Dy + 1,0, E ( L, 7. Lz ) W,0, 
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M, =1,,0, #1 Oy +1,0,- iy -Ly) wy 
-1,(w,” -w7) -w,(@,1,, — wal;) (9.78) 
并 可 以 在 一 个 称 作 主 坐标 系 的 特殊 笛 卡 儿 坐 标 系 中 简化 为 
M, =o, - (h - 13) ww, 
M, = la, - (h -1 ) w0; 
M; =1,03 - (1, ~h) a, É (9.79) 





主 坐 标 系 用 1、2、3 表示 第 一 、 第 二 和 第 三 主 坐标 轴 。 主 坐标 系 中 参数 方 ,1 关 ) 为 0， 


连 体 坐 标 系 和 主 坐 标 系 都 设 在 质心 C 上 。 
旋转 刚体 的 动能 是 





K =F Un? +10, +107) -1,,0@,@, —1,,@,0, -TW 


y ya yz Ee aes 
ae ee ees 
=z 0 L=~o lw 
在 主 坐 标 系 中 则 简化 为 
K= (ho? +103 + 1,03) 
证 明 : 设 刚 体 B 由 个 质点 组 成 ,，m; 为 刚体 B 的 第 i 个 质点 ， 并且 
ri =r; = [x; yi zi] 


是 m; 在 固定 有 坐标 系 Oxyz 的 中 心 物体 上 的 笛 卡 儿 位 置 向 量 ， 假 设 


四 =6Cawp =[w， Wy w:] 


是 在 连 体 坐 标 系 中 表示 的 刚体 相对 于 地 面 的 角速度 。 
W m; 的 角 动量 是 




















L; =r, xm,r;=mjlr,x(@xr;) | 
=m (r+ 7, )@-(r, + @)r; | 
=m; rw -mi(r; “ OT; 


所 以 ,刚体 的 角 动 量 为 





n 
L= o> m; r 一 Dmlr " wr, 
i=l 


i=l 


代入 r; 和 w 后 得 





A A n 
L = (@,i + a,j +0,h) È m; +y +27) 
f=1 


因此 有 


n n 、 
L= Dm + yp +2 )o,i + Dm +y +2) oy 
i=l i=l 


n 
+ Sima +y; + a) wh 
i=1 


了 


n A A a 
= > m;(«;e, + yy +2z,0,) © (xii + Yi + Zik) 
i=l 


(9. 80) 


(9. 81) 


(9. 82) 


(9. 83) 


(9. 84) 


(9. 85) 


(9. 86) 
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n n 


aa > m(x; w, tY; @, + 2; w,) Nii 一 Sm, (xi w, +t Yi Wy +2; ws) Yi 
iz im 


一 Dmi(x; w, + Yi Wy +3; w,) zk (9. 87) 
i=l 


n 
L = È ml (x7 +; + 25) Os -= (4,0, + yy + z;,0,)%; Ji 
iz] 
n 


+ > ml (好 +y? +z), -= (4,0, + yiwy +z) yil 
| 


十 È ml (好 +y +2 )a, - (xo, + yiy + z,0,)2; ]k (9. 88 ) 
i=l 


整理 后 得 





L= Yim +h) lod t X im +t) lo 
ES mareos 
zel > (mi xi yi) wy + yim, pee 
= > (mi yi Zi) Ws + ¥ (mya dod 


F (Sn + SC (9. 89) 
i=l i=l 
SLA BEM F ICZ AY Joe AE EE: I 














i=l 
Ly = > [ m;(23 + x7) | (9.91) 
tet 
I= Dy lC yt) ] (9.92) 
vei 
Ly = Lx ma X (m;x;yi) (9. 93) 
i=l 
Lz = Ly = 2, Ci) (9. 94) 
Ly = ie ree > (m;z;%;) (9. 95) 
+ 
可 以 将 角 动 量 L 写成 简单 形式 
L, =1,,0, + Ly, + 1,0, (9. 96) 
L, =1,,0, + Tw, + 1.0, (9.97) 


L, =1,,0, +1,0, + 1.0, (9. 98) 
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或 是 矩阵 形式 
L, Te; Ly i x 
L, = Ls ly Ta w, (9. 99) 
L, L Ly L z 
了 =7 mw (9. 100) 
对 于 连续 刚体 而 言 ， 应 该 在 式 (9.74) 中 用 在 整个 物体 体积 上 求 积分 代替 求 和 。 
刚体 的 欧 拉 运动 方程 为 
m= *L (9. 101) 








AF, M EVE TERI EMPRESS RL 在 连 体 坐 标 系 B PEX, We, L 











在 全 域 坐标 系 中 的 时 间 导 数 为 


c . 
f BL ="L + be, XPL (9. 
所 以 
B dL ， 
M= 7 LtoxL=lo +o x (lo) (9. 
展开 形式 为 


PM = (Ini, tl yO, + ho )it@, (To +h, +10.) 
-w,( ly, +1,,@, +1,,0,) i 
+ Dae +L, +1y.0,)] + os (Taw + yw +1 ,0,)j 
= 0, (0, +10, +1,,0,)) 


+ (Tw +1,0, +1,,@ \k +o, (1 w, +10, +1,,@ J)k 





=w, (1,0, + 1,0, +1,.0.)k (9. 
则 在 固定 于 C 上 的 连 体 坐 标 系 中 刚体 欧 拉 运 动 方程 的 最 一 般 形式 为 

M, =1,,0, +10, +10, - (1, -1,)o,e, 

~Igh a? E T ~ yl) (9 
Ws 

a i E (9. 
M, =1,@, +10, +0 — Ug, -yy,) 00, 

-Tw -@,7) -o:(o wh) (9. 




















假设 可 以 通过 绕 其 原点 旋转 连 体 坐 标 系 ， 使 连 体 坐标 系 的 方位 满足 izj 时 1; =0。 
样 的 坐标 系 中 ， 即 主 坐 标 系 ， 欧 拉 方 程 可 以 简化 为 


M, =o - (L -1,) a0; (9. 
M, =h - (h -1 ) a30, (9. 
M, =1,03 = (L —1,) wa» (9. 











刚体 的 动能 可 以 通过 在 整个 刚体 上 对 质量 单元 dm 的 动能 求 积 分 获得 。 
K= 2am = Fw xr) i 











102) 


103) 


104) 


105) 


106) 


107) 
在 这 


108) 
109) 
110) 
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w o w 
= ce +2 ) dm Ee +x ) dm | +y )dm 


= wc, | xydm = wyw, | yedm = w0, | 2xdm 








= Fy? + Lo, + Tw?) 
- 10,0, — Tajo, - 1.0.0, (9. 111) 
动能 公式 可 以 整理 成 矩阵 相 乘 的 形式 
ee ee ee 
K= 5 0"'la=> 0+ L (9. 112) 
当 连 体 坐 标 系 是 主 坐 标 系 时 ， 动 能 公式 可 以 简化 为 
K= Hho? T he?) (9. 113) 


例 383 无 质量 轴 上 的 倾斜 圆 盘 





图 9. 5 所 示 是 一 个 固定 在 无 质量 轴 上 的 圆 盘 ， 其 质量 为 mm， 半径 为 r。 该 轴 以 稳定 角 速 
RE o Weve, BUDA 9 与 之 固定 。 由 于 0 的 存在 ,4 和 B 处 的 轴承 需要 提供 转动 力 。 


y 


























9.5 ”固定 在 无 质量 旋转 轴 上 质量 为 m， 半 径 为 r Ay 

















为 了 分 析 该 系统 ， 在 圆 盘 中 心 设置 一 个 主 坐 标 系 ， 如 图 所 示 。 连 体 坐 标 系 中 的 角速度 矢 
ÆN 





bwp = mwcosb i+ wsind j (9. 114) 
质量 惯性 矩 矩 阵 为 
2mr 0 0 
‘ot 0 mr 0 (9.115) 
0 0 mr 


将 式 (9.114) FUIR (9.115) 代入 式 (9. 108) ~ 式 (9.110)， 并 令 1 对 应 x，2 对 应 y， 
3 对 应 xz， 可 以 求 出 
M,=0 M,=0 人 (9. 116) 


4 
At, ARIE Fy 和 为 

















F= -Fsp= ~ ~ weosgsing (9. 117) 
例 384 自由 旋转 刚体 的 稳定 旋转 
刚体 的 牛顿 - 欧 拉 运动 方程 为 
CF=m® ù (9. 118) 
BM = Twn + bag x°L (9. 119) 
设 在 某 一 状态 下 作用 在 刚体 上 的 合力 与 合力 和 矩 为 0， 即 
Cr =F =0 €M ="M =0 (9. 120) 
根据 牛顿 方程 ， 质 心 在 全 域 坐标 系 中 的 速度 应 该 恒定 。 欧 拉 方 程 简化 为 
中 = os (9. 121) 
i = ose (9. 122) * 
w3 -Boo (9. 123) 
表明 在 下 面 情况 下 角速度 应 为 常数 
I, =b =1, (9. 124) 


RA, WER ERE CAT, Al l,) 为 0， 第 三 个 的 角速度 〈 本 例 中 为 w) 起 始 
即 为 0， 则 角速度 应 为 常数 。 或 者 ， 如 果 角 速度 矢量 平行 于 一 个 主 坐 标 轴 ， 则 角速度 也 应 为 
常数 。 

例 385 两 杆 机 械 辟 的 角 动 量 

图 9.6 所 示 为 一 个 两 杆 机 械 辟 ， 杆 4 绕 其 局 部 坐标 系 的 z 轴 以 角速度 o 旋转， 杆 B 连接 
EITA 上 ， 以 角速度 相对 于 杆 4 BE x, 轴 旋 转 。 假设 pg =0 时 4 和 6 重合， 所 以 4 和 G6 之 
间 的 旋转 矩阵 为 














图 9.6 ”两 杆 机 械 臂 
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cosg(t) —-sing(t) 0 
SR, = sing(t) cosg(t) 0 


SInTSInT 
— COSTSINT 


COST 


0 0 1 
坐标 系 B 与 坐标 系 4 之 间 通 过 欧 拉 角 p =90°, 0 =90° Ab RK, Hr 
cosTrcosy — cosTrsintsinyy — cosmsiny — coSTCOSWSInT 
4R = cossint + cosmcosmsiny -sinmsiny + cosmcostmsinys 
sinmsiny sinmcosy 


-cosy siny 0 
= siny cosy 0 
0 0 -1 
故 有 
CR, =°R,ARp 
— cosgcosys — singsings cosgsinys — cosysing 
= cosgsiny —cosysing —cospcosys + singsinys 
0 0 
A 在 6G 的 角速度 和 B 在 4 的 角速度 为 





GW, = pk AB =piy 
辟 4 和 8 的 惯性 和 矩 矩 阵 可 以 定义 为 
Ian 0 0 Tp, 0 
474 = 0 In 0 aI, = 0 l 0 
0 0 I 0 0 Ig 
上 述 惯性 矩 必须 转换 到 全 域 坐 标 系 
Cr, 7 CR ALERT CI, = CR,81,°R! 
则 机 械 臂 的 总 角 动 量 为 
CL ="L, + cL, 
式 中 


SLi = L GMA 
CL =€] z =C] (e F ) 
B BC@B BL AMR + CW, 
例 386 Poinsot 结构 


0 
0 
-1 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


125) 


126) 


. 127) 


128) 


129) 


130) 


.131) 


. 132) 
. 133) 


设 有 一 个 自由 旋转 的 刚体 ， 其 上 附 有 一 个 主 坐 标 系 。 且 有 履 =0， 在 恒 角 动量 和 恒 动 能 


下 运动 。 
L = lw =cte 
K= J "lo = cte 


因为 角 动 量 的 长 度 世 恒定 ， 所 以 有 等 式 


P =L- L=L +L) +E =Å} +03 + Ga; 








(9. 
(9. 


(9. 


134) 


135) 


136) 


下 面 在 坐标 系 (w, w, w) 中 引入 一 个 椭圆 体 ， 称 作 动量 椭圆 体 。 所 有 角速度 矢量 的 头 
部 都 在 该 动量 椭圆 体 的 表面 上 。 还 可 以 在 同一 个 坐标 系 内 用 动能 定义 一 个 能 量 椭圆 体 ， 所 有 
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角速度 矢量 也 必须 在 这 一 椭圆 体 的 表面 上 。 
K=>(hol kb aba) (9. 137) 


haz, MERJE - 自由 运动 动力 学 要 求 对 应 的 角速度 w(t) 同时 满足 式 (9. 136) 
和 式 (9. 137)， 即 应 该 位 于 动量 椭圆 体 和 能 量 椭圆 体 交 集 上 。 
为 了 进一步 说 明 问 题 ， 可 以 在 坐标 系 (L,，L,，L,) 内 定义 椭圆 体 
L +L +l = (9. 138) 
L 万 R 
oR 2LK*2LK 
式 (9.138) 表示 的 是 一 个 圆 球 体 ， 式 K 
(9.139) 表示 的 是 一 个 半 轴 为 JKR ammm 
体 。 为 了 得 到 有 意义 的 运动 ， 这 两 个 形体 
必须 有 重合 。 重 全 部 分 构成 了 一 个 工 的 头 
部 轨 线 ， 如 图 9.7 所 示 。 
还 可 以 推导 出 ， 对 于 某 一 确定 的 角 动 
量 值 ， 存 在 最 大 极限 动能 值 和 最 小 极限 动 六 
能 值 。 假 设 








(9. 139 ) 





能 量 椭圆 体 








L, 


图 9.7 动量 椭圆 体 与 能 量 椭圆 体 的 交集 














1 > 万 > 万 (9. 140) 
动能 取 值 的 极限 值 为 
L L 
K min WA Kix WA (9. 141) 


分 别 对 应 绕 轴 h All B 的 旋转 运动 。 
例 387 丸 ” 欧 拉 运动 方程 的 男 一 种 推导 方法 
用 dm 表示 由 单元 力 有 形成 的 力矩 ， 用 dm 表示 质量 单元 ， 则 有 











dm =°r,,, xdf 

= Fam XE O gdm (9. 142) 

dm 的 全 域 角 动 量 d 等 于 
dl = Cram X © V ndm (9. 143) 

根据 式 (9.12) 可 知 
G 

dni =u (9. 144) 
CFn xdf = (Tram X GU ydm) (9. 145) 


对 物体 求 积 分 得 到 
or x df = [do x" v ndm) 
B dm mi B dt dm dm 
cd 
= ranger xco mndm) (9. 146) 


同时 还 知道 
dt Re rae (9. 147) 


Tam = 
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式 中 ,5ds 是 质心 本 体 坐标 系 的 全 域 位 置 向 量 。 可 以 将 积分 公式 的 左边 简化 为 
b ra x df = fde +cRssran) x of 








= f “ds x df + | Bram x df 
=“d, x oF +°M (9. 148 ) 
RP, Mc 是 外 部 对 质心 C 的 合 扭矩 。 式 (9.146) 的 右边 为 





Af Cam x° vadm) 
= | [Cas +R pT am) XY am dm | 
= aen xco am) dm + [Cr xco am ) dm 
= (ca, x l e w 
= Cdp x [Sv mndm +%dg x [ OH an dm + Es (9,149) 


dt 
H Le 表示 对 刚体 质心 动量 矩 ， 由 于 连 体 坐标 系 在 质心 位 置 ， 所 以 





上 Cr, dm = mod, = mre (9. 150) 
bs an dm = md, = me ve (9. 151) 
I, Gj adm = m°d, = m%ac (9. 152) 
故 有 
Af Cery xE v mdm) =Sd, x°F + i (9. 153) 


将 式 (9.148) 和 式 (9.153) 代入 式 (9. 146) 可 以 得 到 全 域 坐标 系 中 的 欧 拉 运动 方程 ， 表 
明 外 部 对 质心 C 施加 的 合力 矩 等 于 对 质心 C 角 动 量 的 全 域 导数 。 











cd 
‘Mec= Le (9. 154) 
连 体 坐标 系 中 欧 拉 方 程 可 以 通过 式 (9.154) 的 转换 获得 
Cq Cq Cq 
BM. =°RI°Mc =fR} yee re Rib, = FA RL 
` + (a, x "Le (9. 155) 


9.4 质量 惯性 矩 矩阵 


在 刚体 的 运动 分 析 中 ， 存 在 两 种 因 物 体 的 几何 形状 提出 的 积分 方式 。 第 一 种 用 来 确定 质 

心 ， 在 考虑 物体 的 平 动 时 非常 重要 。 第 二 类 是 考虑 物体 旋转 运动 时 出 现 的 质量 惯性 矩 ， 质 量 

惯性 矩 又 称 作 转动 惯量 、 离 心 矩 或 惯性 离心 矩 。 任 何刚 体 都 具有 一 个 3 x3 转动 惯量 和 矩阵 7， 
记 为 
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xy x 
Teeba Pe (9. 156) 
La i Iy 
对 角 线 上 的 元 素 J; ，i =j 叫 作 极点 转动 惯量 。 
L, =1, = Nea +2)dm (9. 157) 
Iy = 1, = [2 +22 )dm (9. 158) 
L=L-= Le + 从)dm (9. 159) 
非 对 角 线 元 素 Iy, i#j 叫 作 惯性 积 。 
ly = Ty = - Í xydm (9. 160) 
L, = l, =- [pzdm (9. 161) 
L, =I =- [xan (9. 162) 
刚体 转动 惯量 矩阵 7 的 元 素 由 离散 的 质量 点 组 成 ， 并 已 在 式 (9.74) 中 进行 了 定义 。 





因为 转动 惯量 矩阵 了 的 元 素 是 在 附加 于 物体 质心 C 上 的 连 体 坐 标 系 中 计算 的 , 7 的 值 与 
坐标 系 相 关 ， 所 以 必须 写成 ”1 的 形式 ， 以 表明 计算 所 在 的 坐标 系 。 





y? +2 一 xy — 2% 
"=f -y 2+ -y dm (9. 163) 
— 2% — yz x +y 
= [eei - rr") dm (9. 164) 
= I, - 7 Fdm (9. 165) 


MEE VASA — “Ab on AR By Tel “A AR By 转换 ， 两 个 坐标 系 均 设置 在 物体 的 质心 
处 ， 根 据 转动 - 轴 理 论 的 规定 


Bop = aR p PRE (9. 166) 
从 位 于 2rc 的 中 心 坐标 系 B, 向 平行 于 Bi 的 坐标 系 B, 转换 ， 根 据 平 行 - 轴 理 论 的 规定 
B= rmre rh (9. 167) 


如 果 局 部 坐标 系 Oxyz 的 位 置 能 使 惯性 积 为 0， 则 该 局 部 坐标 系 称 作 主 坐标 系 ， 相 关 的 转 
动 惯量 称 作 主 转动 惯量 。7 的 主轴 和 主 转 动 惯量 可 以 通过 解 下 面 的 方程 求 出 : 
































lL -1 Ly Le 
I, Ll,- 1, | =0 (9. 168) 
L, I, 1,71 
det( [J] -1[6,]) =0 (9. 169) 








因为 式 (9.169) 是 7 的 三 次 方程 ， 所 以 可 以 获得 三 个 特征 值 。 
L=, h-=l b=L (9. 170) 


22 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 〈 下 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





证 明 : 设 在 刚体 质心 处 有 两 个 具有 共同 原点 的 坐标 系 ， 如 图 9. 8a 所 示 。 完 成 刚体 角 速 
度 和 角 动 量 从 坐标 系 B 到 B, 的 转换 ， 根 据 矢量 转换 法 则 
Pw = "Rg ow (9.171) 
BESAR ML (9.172) 
根据 式 (9.72) 获得 志和 wm 的 关系 
Bip =* Pig (9. 173) 
所 以 
PL = "Rp TPR, w= "I (9. 174) 
上 式 谨 明 如 何 将 转动 惯量 从 坐标 系 Bi 移动 到 转动 过 的 坐标 系 B, 。 
2a] = ®Rp Ry, (9. 175) 


下 面 考虑 图 9. 8b 中 位 于 ?rc 的 中 心 坐标 系 Bl ， 该 坐标 系 相 对 于 固定 坐标 系 By 的 原点 进 
行 旋转 ， 以 使 其 坐标 轴 保 持平 行 。 刚 体 角 速度 和 和 角 动 量 从 坐标 系 B 到 By 的 转换 通过 下 式 完 
成 。 





P= (9. 176) 
BL =PiL + (roxmv ç) (9.177) 
因此 
BL =PIL +m”re x (wx re) 
=PIL + (mr Pert) Pw 


=(P] +m”T rt) ew (9. 178 ) 





ee, i 
~、、 i = 
TAX t oe Vy 


a) b) 














图 9.8 刚体 质心 处 具有 共同 原点 的 两 个 坐标 系 以 及 质心 坐标 系 B 和 移动 后 的 坐标 系 B 





上 式 说 明了 如 何 将 质量 惯性 矩 从 坐标 系 Bi 移动 到 与 其 平行 坐标 系 B,。 
ap -Blam ie FE (9. 179) 
平行 - 轴 理 论 又 称 作 Huygens - Steiner 理论 。 
参考 式 (9.175) 中 旋转 坐标 系 对 质量 惯性 矩 转 换 ， 始 终 可 以 找到 一 个 坐标 系 使 27 为 
对 角 和 矩阵 。 在 该 坐标 系 中 
aR, p= "Rg (9. 180) 


23 





T31 732 T33 Te T Iy 
L 0 0 ri rz ra 
= 0 L O mp in T3 


0 0 h ra rz T3 





上 式 表 明 A, L 和 是 “7 REE. AAE FAF A 的 方程 求 出 


I | ae (eee 


Z% Zy 





(9.181) 


这 些 特 征 值 。 


(9. 182) 


REE, b Ali, 是 主 质量 惯性 矩 ， 与 它们 关联 的 特征 向 量 称 作 主 方向 ， 由 这 三 个 特 




















Lo L0 0 o 
万 SO UG AO. i 
L 0 0 hL o 

Gi 388 主 质量 惯性 矩 

设 有 质量 惯性 矩 矩 阵 7 


20 = 
[I]= -2 30 0 
0 0 40 


构建 行列 式 (9. 168) 





进而 获得 如 下 特征 方程 
(20 -A) (30-A) (40 -A) -4(40 -A) =0 

式 (9.186) 的 三 个 根 为 
I, =30.385 1,=19.615 1, =40 

因此 ， 主 质量 惯性 矩 矩 阵 为 








30. 385 0 0 


I= 0 19.615 0 
0 0 40 
fi] 389 EPRA 
设 有 惯性 矩阵 7 
20 -2 0 


征 向 量 构 成 的 坐标 系 是 主 本 体 坐 标 系 。 在 主 本 体 坐 标 系 中 ,刚体 的 角 动 量 为 


(9. 183) 


(9. 184) 


(9. 185) 


(9. 186) 


(9. 187) 


(9. 188) 


(9. 189) 
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其 主 坐 标 轴 x; 的 方向 通过 求解 下 式 获 得 





Dl, yy lz cosa; 0 
Lx Ly -i L cosB; = 0 
Lx I, a-l; cosy; 9% 
对 于 方向 余弦 ， 还 必须 满足 
cosa; + cos2B; + cos’y; =1 
NEEME T, = 30. 385 有 如 下 关系 
20 -30. 385 -2 0 cosa] 
-2 30 - 30. 385 0 cosB, 
0 0 40 -30. 385 cosy, 
或 者 
- 10. 385cosa, -2cosB +0 =0 
—2cosa, -0. 38ScosB +0 =0 
0+0+9.615 cosy; =0 
这 样 可 以 求 得 
a, =79.1° B =169.1 ° yı =90. 0° 
FA h =19. 615 求 第 二 主 坐标 轴 
20 -19. 62 -2 0 COSA) 
=2 30 - 19. 62 0 cosB, 
0 0 40 -19.62 cosy, 


求 得 


a, =10.9° B,=79.1° y, =90.0° 





FAL, =40 求 第 三 主 坐 标 轴 


20 -40 -2 0 COSQ3 
-2 30-40 0 cosB; 
0 0 40-40 cosy; 


a; =90.0° Bs=90.0° y, =0.0° 


例 390 长方体 刚性 杆 的 质量 惯性 矩 


0 
0 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9. 


(9 


190) 


191) 


192) 


193) 
194) 
195) 


196) 


197) 


198) 


199) 


. 200) 


设 有 一 均匀 长 方 体 构件 ， 质 量 为 m， 长度 为 1， 宽 度 为 w， 高 度 为 h， 如 图 9. 9a 所 示 。 
局 部 中 心 坐 标 系 设置 于 构件 的 质心 ,构件 的 转动 惯量 矩阵 可 以 通过 积分 法 求 得 ， 首 先 计 


算 Lope 


~ 
1 


a = hO? +2)dm = 人 (2 +2 )pdo = 7| O +2) de 


h/2 pw/2 pl/2 


a M 2 2 _ M2 2 
z r ee ee +z )dædydz = 12‘ ERS) 


EZRET AR E 1, AL, 
L 


yy z 


/2 7 Mn 
=p 十 三) Le =p + 


w?) 





(9 


(9 


.201) 


. 202) 
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a) b) 
图 9.9 均匀 刚性 长 方 体 构件 以 及 主 坐 标 系 和 非 主 坐 标 系 中 的 均匀 刚性 长 方 体 构 件 
因为 坐标 系 是 质心 坐标 系 ， 所 以 惯性 积 必 为 0。 为 了 证 明 这 一 结论 ， 现 取 /来 进行 验证 。 
人 [xyam = [xy paw 


h/2 pw/2 pl/2 











z a NN WR =0 (9. 203) 
因此 ， 刚 性 长 方 体 构 件 在 质心 坐标 系 中 的 质量 惯性 矩 为 
TA w? +h?) 0 0 
j yh +P) 0 (9. 204) 
0 0 yt? +u?) 


例 391 惯性 矩阵 的 平移 
图 9. 9b 中 刚体 在 主 坐 标 系 B Coxyz) 中 的 质量 惯性 矩 和 矩阵 由 式 〈9. 204) 给 出 。 其 非 主 坐 
标 系 B'(ox' y' 2!) 中 的 质量 惯性 矩 矩阵 可 以 通过 应 用 平行 - 轴 转 换 公式 (9. 179) 求 出 。 








BB Ta mB FF (9. 205) 
其 质心 位 于 
l 
Hi => 7 (9. 206) 
h 
所 以 
0 -h w 
mio= k 0 -i (9. 207) 
-w l 0 
进而 求 得 
Frm + zm 一 {imu 一 J hl 
BT. 一 {imu Frm + Fem 一 J hme (9. 208 ) 
一 二 一 A ee Pm + mw? 
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例 392 ” 主 旋 转 矩阵 
设 有 一 个 物体 的 质量 惯性 矩 矩阵 为 
2[3 -1/2 -1⁄2 
I= -1/2 5/3 -1/4 (9. 209) 
-1/2 -1⁄4 57 
1 的 特征 值 和 特征 向 量 为 





1, =0.2413 w, =[2.351 1 1]7 (9.210) 
L =1.8421 w,=[ -0.851 1 1]? (9.211) 
L =1.9167 w,=[0 -1 1]? (9.212) 





归 一 化 后 的 特征 癌 量 和 矩阵 W EE EE ER A XT SA AE E O PE TAE BE HI PE ELE EAE SE o 
W=[w, w, wz] =°RI 
0.8569 -0.5156 0.0 
= 0.36448 0.60588 -0. 70711 (9. 213) 
0. 36448 0. 60588 0. 70711 





可 以 验证 
?I =R PRI =W IW 
0. 2413 -1 x107 0.0 
= -1x107 1.8421 -1 x107! (9.214) 
0.0 0.0 1.9167 


例 393 文 ”对 角质 量 惯性 矩 
应 用 式 (9.157) ~ 式 (9.159) 对 质量 惯性 和 矩 的 定义 ， 可 以 发 现 惯性 和 矩阵 是 对 称 
的 ， 且 














[G2 + +2)dm = Ha es (9.215) 

同时 
La +l >l, lytleel, + (9.216) 

因为 有 
(y -2z)?20 (9.217) 
明显 有 

(y? +2) =2yz (9.218) 

所 以 
bells (9.219) 

同 理 
1 三 27 EST. (9. 220) 


例 394 文 ”特征 方程 的 系数 
计算 主 质量 惯性 怎 的 行列 式 (9.182) 


I, Iy-A 1, |=0 (9.221) 
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获得 一 个 和 的 三 阶 方程 ， 称 作 特 征 方程 。 
A? -a, A? +a, A -a =0 (9. 222) 
特征 方程 的 系数 称 作 [71] 的 主 不 变量 。 特 征 方程 的 系数 可 以 从 下 式 中 直接 求 出 : 
a, =1,, +1, +1, =0[/] (9. 223) 
a, = Ly Ly + Lyles + Lely — Ê, - Ê,- Ê, 


XX “yy yy” zz BE" XX 





























=> (aj -i [P]) (9. 224) 


aa =1 DL + TdT tT,d,l 


XX VY" zz IY YZ" 2% BY" yx” xz 


— (Lalla + + Lyly) 


P E high dtd E P hs 
TEE EE A T E 
= det[ J] (9. 225) 
例 39S 文 ” 主 质量 惯性 矩 是 坐标 不 变量 
惯性 特征 方程 的 根 是 主 质量 惯性 矩 ， 它 们 是 实数 ， 但 是 未 必 不 同 。 主 质量 惯性 矩 是 一 些 
特殊 值 ， 因 为 它们 决定 着 7; 的 最 大 值 和 最 小 值 。1; 的 最 大 值 和 最 小 值 与 连 体 坐 标 系 的 选择 无 
关 ， 所 以 ， 特 征 方程 的 解 也 不 依赖 于 坐标 系 。 
也 就 是 说 ， 如 果 石 、 五 和 五 是 27 的 主 质量 惯性 矩 ,27 的 主 质量 惯性 矩 也 是 石 、 忆 和 五， 
其 中 



































B] = oR, HRT (9. 226) 
就 可 以 判断 五 、 和 是 矩阵 [7] MARR ARAB, ERL h A, 的 量 也 是 坐标 系 
不 变量 。 和 矩阵 [1] 只 有 三 个 独立 不 变量 ， 其 他 所 有 不 变量 可 以 由 用、1s 和 1 表示 。 
KX A. h 和 J 是 式 (9.222) 给 出 的 [7] 特征 方程 的 解 ， 所 以 可 以 将 行列 式 
(9.182) 写成 如 下 形式 : 





























(A-I)(A-L)(A-4,) =0 (9. 227) 
该 方程 的 展开 形式 为 
PS Pha HbA Ga eka, bi 20 (9. 228) 
对 比 式 (9.228) 和 式 (9.222) 可 以 判定 
ay =la +l +l =h +h +h (9.229) 
bet E E 
=,+bhh,+hLh (9. 230) 
einai nl +lyl +h) 
=I 1,1, (9. 231) 








如 果 能 够 将 系数 a, ay Ma, 表示 为 1 、1, 和 五 的 函数 ， 即 可 确定 特征 方程 的 系数 也 是 坐标 
系 不 变量 。 

例 396 文 ”惯性 矩阵 元 素 短 符号 

根据 克 罗 内 克 6 函数 式 (5.133) 的 定义 ， 可 以 写 出 质量 惯性 矩 矩阵 元 素 万 的 简 计 表示 
形式 ， 即 





lj = [Gi + 和 + x3) 3; — x;x;]dm (9. 232) 
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I; = f (6, - x;x;)dm (9. 233) 
3 
Ij = J, | È mdi — xa; )dm (9. 234) 
= 
这 里 采用 如 下 符号 约定 
Xp =X Ny y Hz =Z (9. 235) 





B397% XFM, LAG AL FS E OE 

一 组 质点 对 平面 、 直 线 和 点 的 质量 惯性 矩 可 以 分 别 定 义 为 各 质心 质量 乘 以 从 质点 到 平 
面 、 直 线 或 点 的 垂直 距离 平方 后 的 累加 和 。 对 于 连续 性 物体 ， 计 算 累 加 和 时 应 该 在 物体 总 体 
ARE ARS 

Xf ay, yz Al zx OP TA EY Joe EP A 

















In = [eam L = [y dm Ip = fam (9. 236) 
对 *，y 和 z 轴 的 质量 惯性 矩 分 别 为 
=| +2)dm (9. 237) 
I, = 上 + x2) dm (9. 238) 
= Ke + y?)dm (9. 239) 
所 以 
L, =lz+l = Lalat+ly (9. 240) 


NOY EY) Joa eee TE REO 
I, = [ee +y +2°)dm = lv +I) +l = ae +L, +L) (9. 241) 


因为 可 以 任意 选择 坐标 系 ， 所 以 可 以 认为 ， 对 一 条 直线 的 质量 惯性 矩 是 对 两 个 互相 垂直 并 都 
通过 该 直线 的 平面 的 质量 惯性 矩 之 和 。 类 似 的 ， 对 一 点 的 质量 惯性 矩 等 于 对 三 个 互相 焉 直 又 
相交 于 该 点 的 平面 的 质量 矩 惯性 之 和 。 


9.5 牛顿 运动 方程 的 拉 格 朗 日 形式 
牛顿 运动 方程 可 以 变 成 如 下 形式 





























d {aK) ok p 
mae | ache r51, 2, on (9. 242) 
式 中 
af; ag; ah; 
Foe Y (wth a, i (9. 243) 
i=l ~ 092 Og n 








式 (9.242) 称 作 拉 格 朗 日 运动 方程 ， 式 中 是 n 自由 度 系 统 的 动能 , q, r=1, 2, …,n 
是 系统 的 广义 坐标 ,=[F，。 Fy 了,;] ”是 作用 在 系统 第 i 个 质点 上 的 外 力 ，F, 是 与 g, 有 
A ae 

证 明 : S m, 为 系统 某 一 质点 的 质量 ， 并 令 (x;，y;，z;) 为 其 在 固定 的 全 域 坐标 系 中 的 
MELER. WL 及 每 个 质点 的 坐标 都 是 另外 一 组 坐标 g1， 2，0，…，g 的 函数 ， 例 如 是 
时 间 坐 标 圭 的 函数 。 
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Xi =fila., l2, 3, `s Ino t) (9. 244) 
Yi =&i(9q1， d2, 935 `s ans t) (9. 245) 
Zi =h; (qi; d2, 13, s Ins t) (9. 246) 
如 果 Fa, Fy Fa AEEA m 上 的 合力 的 分 力 ， 则 该 质点 的 牛顿 运动 方程 应 为 
F; = mx, (9. 247) 
Pi =miy; (9. 248) 
F; =m, z, (9. 249) 
分 别 对 等 式 的 两 边 乘 以 如 下 偏 导 数 
af, ag, ðh; 
fi 98; dh (9.250) 
ðq, ðq, ðq, 
再 将 其 对 各 质点 进行 累加 后 得 到 
0h, af; ag; ah, 
yn (i, 2 hagi apanas e r ee |) Oa 
q, ðq, ðq, i=l ðq, ? ðq, ðq, 
式 中 ， 质点 的 总 数 。 
oo (9. 244) 求 时 间 的 导数 有 
of; af; - af; - of; - of; 
x, = + + + aot ae 9. 252 
age ag? gs Ody!” at ia 
可 以 求 出 
2a a af, - af. A a 
t FEN DS pd e ya a (9. 253) 
aq, ôq, \ aq, 092 9gn dtl ðq, 
所 以 
madi, i) -aa =] (9.254) 
69, ‘ag, WA ag, d Nag, 
同时 
a(t) a aa 
“i d aq, =i Naq, 
eae Pf. vf. arf, 
= x; + 十 … 十 十 
人 8q190 7 1 8q290 7 ðq„ðq, ”8180， 
of; . of; . of; . of; 
=i — 十 一 +e 十 十 一 
i aq Nagi! ag? ðq,” at 
ax; 
Ppp (9. 255) 
ðq, 
进而 得 到 
Ox: . OX; OX; 
Xj Hat St a, 7 (9. 256) 
dg, oti! ðq, ðq, 
等 于 
Šia 说 | 
Xi Ie xi (9.257) 


面 将 式 (9.254) 和 式 (9.257) et (9. i 的 左边 ， 得 到 
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ym 人 of; ya 8: me | 
i=l i i ðq, Yigg, i ðq, 
LGN apoia | 
A ay a 7 Ct geet 22) 
11 ly, 1 
> ' aq, qi avi t z2) 
‘ieee df a_. : 
-2P m E| E +7 +2)] 
Ig Bites: e Ss 
= A aq, +y; +25) (9. 258) 
式 中 
FD m( +7 +8) = 天 (9. 259) 
isi 
是 系统 的 动能 ， 因 此 ， 和 牛顿 运动 方程 式 (9.247) ~ st (9.249) 转变 为 
d/aK\ əK E of, dg, ah, 
o (38) 2 Ly (eBay r (9. 260) 
t ðq, qr i=l ðq, ðq, ðq, 





根据 式 (9.244) ~ IÑ (9.246), SIRE 1, q2, q3, > qa 和 时 间 i 的 函数 。 式 
(9.260) 的 左边 包括 系统 的 总 动能 ， 右 边 是 广义 力 。 该 式 表明 坐标 从 x; 变换 到 9 后 对 外 力 
的 影响 。 假 设 q, 坐标 变 为 g, + 6g,， 其 他 坐标 gj，g2，93，…，9;-1，97r+1，“…，4n AURP] t 
坐标 不 变 ， 则 mi; 的 坐标 变 为 




















af; 08; ah; 
Ôi .十 一 -6 : 十 一 -0 9. 201 
Se) aT e. Fea h ( ) 


这 种 位 移 称 作 虚 位 移 。 系 统 质点 上 作用 的 全 部 力 在 虚 位 移 过 程 中 所 做 的 功 为 


x, 十 

















aw = F (ra, :4 p, Mog, (9. 262) 
i=l ðq, ðq, ðq, 
因为 内 力 做 的 功 成 对 出 现 ， 且 符号 相反 ， 所 以 式 (9.262) 中 仅 含 外 力 做 的 功 ， 记 虚 功 为 
6W=F,(g1, 925 935 sqn, t)ôq, (9. 263 ) 
并 得 到 
i a e =F, (9. 264) 
式 中 
r= Dp, Hyp, By p,m (9. 265) 
i=l ðq, ” 0g, ðq, 
式 (9.264) 是 拉 格 天 日 运动 方程 ， 该 方程 对 r 从 1 到 n 时 均 能 适用 。 这 样 就 存在 个 二 次 











常 差 分 方程 ， 其 中 qi， 92> 935 `s dhn 是 因 变 量 ， t 是 自 变 量 。 di» d2» 935 `s Wn 的 坐标 


称 作 广义 坐标 ， 可 以 是 描述 系统 结构 的 任何 可 以 测量 的 参数 。 因 为 方程 数 与 因 变量 数 相 等 ， 
所 以 ,理论 上 讲 , 方程 组 能 够 确定 所 有 m; 的 运动 。 
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例 398 单 摆 的 运动 方程 
图 9. 10 是 一 个 单 摆 ,，x Aly 表示 m 的 位 置 ， me 
0 =4 表 示 其 广义 坐标 ， 则 
x =f(0) =lsing (9. 266) i 
y=g(0) WA (9. 267) 
6 
K=Fm(%? +y7)= Tmi? (9. 268) a 
因而 ， a | m 
d =- əaK_d, p 5 y 
= “(ml ) =ml26 (9. 269 ) 
00 dt 219.10 jE 
作用 在 mm 上 的 外 力 的 分 力 为 
F,=0 F,=mg (9. 270) 
故 有 
ð ð : 
F,=F, Xr, 3 -mglsing (9.271) 
所 以 ， 单 摆 的 运动 方程 为 
ml20 = — mglsin@ (9. 272) 
例 399 Ree RE AY 
图 9. 11 tas “REE a UE ie oh oe Be, PE AY Dat A BT A PE al tie ai 
系统 有 两 个 自由 度 ， 因 此 需要 两 个 广义 坐标 。 
采用 x 和 6 作为 广义 坐标 ， 并 建立 如 下 坐标 关系 
xy =fy =% Ym =&mu =9 (9. 273) 
Xm =f =x +lsind Ym =&m =lcosd (9. 274) 
k 
> 
图 9. 11 RTE He oh Joe ET 
可 以 求 出 用 x 和 0 表示 的 动能 
K = SMC, +53) + mC, +53) 
= FM? + Fm( i? +26? +2146 e038) (9.275) 


2 
拉 格 朗 日 方程 的 左边 为 
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a at _ OK _ (M+m)x+ml bcosg — ml 67 sing 
dtlax} ax 














d | SOK mdsd 
di\ag} 00 
作用 在 M Film 上 的 外 力 为 
Fo=-h F,=0 F,=0 F, =mg 
所 以 广义 力 为 
Of 0g) 0, ð 
F, =F, fu + f Em +F, fm +F, Em 
M Ox Yu Ox, m Ox sm OX 
= 一 px 
Of) 0g) 0, 0 
F, =F, Yu yp EM pe fn p Em 
wag ma m00 98 
= —mglsinO 


最 后 求 得 拉 格 朗 日 运动 方程 为 
(M+m)x+ml bcosg - ml 62sing = — kx 





ml20 + ml xcos6 = - mglsinO 


例 400 地球 的 动能 

















(9. 276) 


(9.277) 


(9.278) 


(9.279) 


(9. 280) 


(9. 281) 
(9. 282) 


地 球 可 以 近似 地 看 作 是 一 个 绕 固定 轴 旋 转 的 刚体 ， 地 球 的 两 种 运动 包括 绕 太 阳 的 公转 ， 





和 绕 近 似 固 定 的 地 轴 的 自传 。 地 球 因 自 转产 生 的 动能 > 





K; = Flu} 
EE va, [6356912 somes) | 2m 
S a 08g E10) 2 24 x 3600 365. 25 


=2.5762 x 103J 





(9. 283) 


式 中 ,1=2M R°/S 为 地 球 的 质量 矩 ; wi 是 绕 地 轴 旋 转 的 角速度 。 因 公转 产生 的 动能 ; 








K, = Ma} 
SG 9742 x 10% ) (1. 49475 x 10!! )? 2a 
oe 24 x3600 365. 25 


=2. 6457 x 10°°J 








出 
F 


公转 动能 与 自转 动能 的 比 为 


Ce 


K, 2.6457 x10% 
K, 2.5762 x10” 
所 以 ， 地 球 自转 动能 只 占 地 球 总 动能 的 0. 1% 。 
Gl 401% 拉 格 朗 日 方程 的 显示 形式 





= 10000 











假设 每 个 质点 的 坐标 都 是 g1 qs gs s dn 坐标 的 函数 ， 但 不 上 











量 质点 组 成 的 系统 的 动能 可 以 表示 为 
1 n ‘ 1 n n 
K = 7 mie +j +a) = F Cie iV 


(9. 284) 


是 地 球 与 太阳 的 距离 ; wo 是 地 球 绕 太 阳 运 动 的 角速度 。 地 球 的 总 动能 是 K= K+ 


(9. 285) 


时 间 ¢ 的 函数 。 由 大 


(9. 286) 
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系数 中 是 1, 925 935 `s qn 的 函数 ， 且 
Ay, = Ay (9, 287) 
拉 格 朗 日 运动 方程 为 
df oak_ eee 
T ee i r=1,2,.…,n (9. 288) 
等 于 
工 da amim 一 pe =F, (9.289) 
m= 1 
或 者 
> + 2 SR ndrin = F, (9. 290) 
m=1 kalal 
三 称 作 克 里 斯 托 弗 算 子 ( Christoffel Operator ) 。 
i _ 10a; day, day 
| (9. 291) 
9.6 拉 格 朗 日 力学 
WIE F=[F, Fy FF] 存在 一 个 称 作 势能 的 函数 V， 可 以 由 VV 推导 出 力 
F= -VV (9. 292) 
这 样 的 力 称 为 势能 力 或 守恒 力 ， 此 时 拉 格 朗 日 运动 方程 可 以 写作 
d{9£) _a. at Bu 
a ai a Fe ; i A n (9. 293 ) 
式 中 
L=AK-V (9. 294) 
是 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ，0Q, 是 非 势 能 广义 力 。 
证 明 : 假设 作用 在 系统 上 的 外 力 正 =[Pas Fy Fa] 是 守恒 力 ， 即 
F = -VV (9. 295) 
些 力 在 任意 虚拟 位 移 86q,, 892, 893, °°, 8d, 上 做 的 功 是 
__oV oV oV 
aw = g a agp Bo (9. 296) 
拉 格 朗 日 方程 变 为 
d[0K\ ak_ or £ 
dls zN- aq, say 三 :] ,这 ,Nn (9. 297) 
引入 拉 格 朗 日 函数 L=k - : 拉 格 朗 日 方程 变 为 
d{9£\ aL 7 
a er a Pad 2 n (9. 298 ) 
对 于 守恒 系统 ， 拉 格 朗 日 函数 L 又 称 作 动 势能 。 
如 果 力 不 是 守恒 力 ， 则 该 力 所 做 的 虚 功 为 
ow = Y (p, y p, 8E a r ley, = 0.84, (9. 299) 
;=1 


ðq, 0g, 7” ðq, 
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df 人 ac ac- 
dt\ag,! ðq, ~ 
式 中 ，0Q, 是 非 势 能 广义 力 。 该 力 在 第 > 个 广义 坐标 q, 上 的 位 移 内 做 虚 功 。 
例 402 ”球形 摆 
图 9. 12 所 示 为 一 个 质量 为 m、 长 度 为 1 的 球形 摆 ， 并 用 角度 和 9 描述 系统 的 坐标 。 


r=1,2, =, n (9. 300) 














图 9.12 球形 摆 


质量 m 的 笛 卡 儿 坐 标 是 广义 坐标 的 函数 ， 即 


X rcosgsing 
Y = rsin@sing (9. 301) 
Z 一 rcosO 
因为 有 以 下 条 件 
X? +Y? +2? -r =0 (9. 302) 


使 三 个 因 变 量 坐标 ">，9，9 变 为 两 个 自 变 量 坐 标 。 令 0，9 作为 两 个 广义 坐标 ， 则 摆 的 动能 
和 势能 > 


K=3m( PO? +P6?sin0) (9. 303) 
V= —mgleos6 (9. 304) 

系统 的 动能 势能 函数 等 于 
L=tm (P6? +P?sin’l) Splot (9.305) 

从 而 得 出 如 下 运动 方程 : 
9 - @*sinBcos6 + sing =0 (9. 306) 
0sin20 +260 sindcos0 =0 (9. 307) 


例 403 SPR PE 
如 图 9. 13 所 示 ， 一 个 有 质量 的 摆 臂 通过 关节 销 0 EREM E. (TEST MDE TEAL 
小 摩擦 ， 同 时 一 个 理想 电机 以 转 矩 0 驱动 摆 臂 运动 ， 设 理想 电机 转子 的 质量 惯性 矩 为 0。 
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该 机 械 臂 的 动能 和 势能 为 

















>Y 
R19.13 SHAE 
K = 510? = Uc + mÊ) 6? (9, 308) 
V= -mglcos0 (9. 309 ) 
式 中 , m 是 摆 的 质量 ; 了 是 摆 对 关节 0 的 质量 惯性 和 矩 。 该 机 械 臂 的 拉 格 朗 日 函数 为 
a = S10? een (9.310) 
所 以 ， 摆 的 运动 方程 为 
va 25) = i + malsing (9.311) 
dt \ 30 00 j f 


广义 力 M SERA LEGS Q FIBERS RHE - co 的 共同 作用 ， 因 此 ， 机 械 辟 的 运动 方程 为 
QO=10+c0 +melsing (9. 312) 
例 404 理想 2R 平 面 机 械 辟 动力 学 
如 图 9. 14 所 示 为 一 个 2R 平 面 机 械 臂 的 理想 模型 ， 理 想 的 含义 是 假设 构件 没有 质量 ， 量 
系统 中 没有 摩擦 。 固 定 在 地 面 上 的 一 个 电机 对 构件 1 施加 转 矩 01， 第 二 个 构件 的 质量 为 
mi ， 它 驱动 构件 2 和 质量 为 m 的 末端 负载 ， 现 取 绝 对 角 0, 和 相对 角 9, 作为 广义 坐标 表示 
机 械 臂 的 结构 。 

















图 9.14 2 有 平面 机 械 臂 模型 
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mi 和 my 的 全 域 坐标 系 位 置 为 
[z] a (9.313) 
li sind, 
L,cos0, +1,cos( 0, +0,) | EE 


|; `|- | lL, sind, +L,sin( 0; +0,) 





所 以 ， 各 部 分 的 全 域 坐标 速度 为 

-1,0 1sing, 
| |- | (9.315) 
Yi 1,0 ,cos0, 


X, -1,0 ,sind, —1,(0, +0)sin( 6, +0,) 
| — 


L 0 ,cos6, +1(6) +65) cos(@, +05) 





量 块 的 动用 wed 且 等 于 





该 机 械 臂 的 动能 由 各 质量 























K =K, +K, = Fm (4 +Y?) + Lm (3 +Y2) 
= m6} 
l m,| l 292 +12(0) +62)? +21, L 01(01 +65) cos6, ] (9. 317) 
机 械 臂 的 势能 ; 
V =V + Vy =m gY, +mogY, 
=m, gl,sin@, +m, g| lisinð, + ,sin( 0, +0,) | (9. 318) 
由 式 (9.317) 和 式 (9.318) 可 以 求 出 拉 格 朗 日 函数 
L=K-V 
=m 8} 
1 (2 62 +2 (6, +6)? +2l,b 6,(6, +65) cos) 
- {mi glising! + magl lsin, + lsin( 6, + 4) |} (9.319) 
上 和 式 取 偏 微分 后 得 到 如 下 结果 : 
ie - (mi +m, ) gl, cos6, - m gl, cos( 6, +02) (9. 320) 


er + my) Ij 6, +m BCO, +63) 


a0, 
+m, l, 1)(26, +05) cosd, (9. 321) 
OL se Soe i 
T ap = (m, +m) 1,0; + mgl5 (0, +02) 
+m, lil, (20, + 0, ) cosd, 


-m, l l, 0,(201 +0,)sing, (9. 322) 
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-m, hl, 01(6) +0，)sing， —mygl,cos( 6, + 65) (9. 323) 
2 
al 
—= =m 15 (6, +0 2) +m, L 1,0 | cos0 (9.324) 
00 5 
a =ml(0 + 0.) +m,l l 0i cos — ml l0 10 sind, (9. 325) 
所 以 ,该 2R 机 械 臂 的 运动 方程 为 
ad ay _ al 
LT dt a0, 00; 
= (m, +m) RO +mB( 8, +0) 
+m, L L (28, + 0, ) cosO> = ml, 16 (20, +05) sind, 
+ (mi +m, ) gl,cos6, +m gl,cos( 6, + 65) (9. 326) 
a al 
2 DU 
= 二 36， 
= m3 (6, +6) +My 1,156, cos, — my l,l, 10 58nd, 
+ my1,1,0 (0, +0) sin0, +mygl,cos(@, +6, ) (9. 327) 
广义 力 Q, 和 Qs 是 驱动 广义 坐标 量 需 要 的 力 ， 此 时 ，Q1 是 基 座 电 机 的 转 矩 ，@: 是 在 
mi 处 电机 的 转 矩 。 
可 以 将 运动 方程 进一步 整理 成 更 为 系统 的 形式 : 
Q, =[(m, +m,)É +m, (1, +21, cos, ) 10, 
+m 1, (1, + 1,cos0, ) 05 
-—2m, l l,sin0,0 105 — myl,1,sind,0 3 
+ (mi +m, ) gl, cos6, +mygl,cos( 6, +02) (9. 328) 
Q, =m, l, (1, +1, cos, ) 0; +m 126, 
+ mpl, 1,sin0,0 3 +mygl,cos( 6, +0,) (9. 329) 
例 405 机械 能 
如 果 质 量 系统 m; 在 势能 力 场 中 运动 
Fn = -ViV (9. 330) 
这 些 质 量 的 牛顿 运动 方程 应 为 
mr; = — ViV i=1,2, n (9.331) 
求 运 动 方程 与 7; 的 内 积 ， 并 求 方程 的 累加 和 
Smtr =- Vie vv (9. 332) 
i=l i=l 
然后 对 时 间 积 分 
1 ~ ; À 
amt =- [Dew (9. 333) 
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可 以 获得 
Lav av av 
K =- P . .| = 一 下 E 
Dy 9 | 
式 中 ,EF 是 积分 常数 ; E 称 作 系统 的 机 械 能 ， 等 于 动能 与 势能 之 和 。 


E=K+V 
例 406 车 轮 下 落 


(9.334) 


(9.335) 


图 9. 15 所 示 为 一 个 在 圆柱 形 凸 岭 上 滚动 的 车 轮 ， 可 以 用 机 械 能 守恒 关系 求 出 车 轮 离 开 


凸 岭 时 的 角度 。 












(R+r)(1 —cos @) 

















图 9.15 在 圆柱 形 凸 岭 上 做 无 滑 移 滚动 的 车 轮 























在 初始 时 刻 ， 和 车 轮 在 点 4 位 置 ， 假 设 初始 动能 和 势能 为 0， 所 以 其 机 械 能 也 为 0。 车 轮 


滚 过 凸 岭 时 ， 其 角速度 w 为 


v 
w =— 
7 


AF, v 是 车 轮 中 心 的 速度 。 车 轮 到 达 在 某 一 点 了 位 置 时 ， 获 得 一 定 的 动能 ， 


势能 。 直 至 在 某 一 角度 ， 重 力 的 径 向 分 力 不 能 再 提供 向 心力 时 ， 即 
mgcosg =p 
车 轮 离开 凸 岭 表面 。 应 用 能 基 守 恒定 律 可 得 
E, =Ep 
K,+V, =Kg +Vg 
EREDE BALES SUE ALA HES 


Kp = 十 Sea? 


Vg = —mg(R+r) (1 -cos0) 
WPF, Le 是 车 轮 对 其 中 心 的 质量 惯性 条， 所 以 
Jm? + Flow =mg(R+r)(1 -cos0) 


将 式 (3.336) 和 式 (3.337) 代入 后 得 到 


Ie 
1 ea +r) gcos@ =2¢g(R+r) (1 -cos0) 
mr 











(9. 336) 
损失 掉 一 部 分 


(9. 337) 


(9. 338) 
(9. 339) 


(9. 340) 


(9. 341) 


(9. 342) 


(9. 343 ) 
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因此 ， 分 离 角 为 
0 = arccos aso (9. 344) 


接 下 来 验证 该 公式 ， 设 茶 车 轮 的 质量 矩 为 


7E Lm? (9. 345) 
可 以 求 出 分 离 角 为 
faducs = 0. 96rad ~55. 15° (9. 346) 


例 407 ERRIREN 
图 9. 16 所 示 为 一 个 半径 为 及 的 车 轮 以 速度 vv 通过 一 个 高 度 有 <R 的 合 阶 。 可 以 应 用 能 
基 守 恒定 律 求 出 车 轮 遂 过 人 台阶 后 的 速度 ， 能 量 守 恒 公式 为 





E, =Ep (9. 347) 
1 1 1 1 
mi + Fleol +0 = ym + lem +mgH (9. 349) 
I 
meha = m+ cha +2mgH (9. 350) 













A 
AAN 
CA 
Z) 
= 








TTT 


Sul 


a 


























图 9.16 ”通过 台阶 的 滚动 车 轮 
进而 得 到 
(9. 351) 
v 存在 一 个 有 意义 解 的 条 件 是 
v > = (9. 352) 
1+ C 
mR 


对 刚性 圆 盘 形 物体 ， 速 度 v 的 公式 (9.351) 和 条 件 公 式 (9.352) 为 
made -SHe (9. 353) 
ue [Hg (9. 354) 
这 是 因为 假设 刚性 圆 盘 形 物 体 的 质量 矩 为 
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Ig = 二 me (9. 355) 


例 408 投石 器 





图 9. 17 是 投石 器 的 结构 简 图 ， 投 石器 是 一 种 通过 平衡 锤 ml 下 落 工 作 的 抛射 型 战争 武 
器 ， 梁 48 支撑 在 底座 的 枢 轴 处 ， 并 被 分 为 Fil b 两 段 。 


J 




















图 9.17 投石 器 的 开始 位 置 

如 图 所 示 为 该 投石 器 的 初始 状态 ， 全 域 坐 标 系 的 原点 设 在 枢 轴 处 ， 平 衡 锤 mi 在 (xi， 
y) A, BERKER E, mA B 的 距离 为 c。 射 弹 的 质量 为 m, ， 系 在 长 为 /无 质量 的 强 
索 上 ， 强 索 固定 在 梁 的 长 臂 端 。 可 以 用 三 个 角 废 自 变 量 a，09, y 描述 该 设备 的 运动 ， 假 设 参 
数 a,，5，c，d，1，m1i，nw 为 常数 ， 现 用 拉 格 朗 日 方法 确定 其 运动 方程 。 
图 9. 18 是 投石 器 运动 过 程 中 的 状态 ， 质 量 m, 和 ms? 的 位 置 坐标 分 别 是 


J 












































到 9.18 运动 中 的 投石 器 











x, =bsin@ -csin(@+y) (9. 356) 
yı = —bcos6 + ccos(6 +y) (9. 357) 
All 
x, = —asing -lsin( -0 +a) (9. 358) 
y, = —acos6 -lecos( -0 +a) (9. 359) 


对 其 求 时 间 导 数 后 可 得 速度 分 量 
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ži =b0cos0 -ec(0 +y)cos(0 +y) (9. 360) 
y1=b0sing -c(6 +y )sin(0 +y) (9.361) 
iy =1(c — &) cos(a@ -0) -aĝcosð (9. 362) 
y=a0sing -1(0 -a )sin(a - 8) (9. 363) 


表明 系统 的 动能 
1 人 2 1 2 1 +2 » 1 2 a2: 
K = a vi tgm FM CHT TIT) + Fm (42 + 2) 
= Fm [ (2 +2) 6? $y? +2 by] 
- m; be (Ô +y)eosy + Fml (a? +P)6? +Pa? -2P6 a] 


- m, al (0 ~ a) cos(26 - a) (9. 364) 
根据 物体 质量 的 位 置 y 可 以 计算 系统 地 势能 
V =m, gy; +My 8⁄2 
=m ,g| -bcos +ccos(0 +y) | 

















+m,g| —acosé -lcos( -0 +a) | (9. 365 ) 
已 知 能 量 后 ， 可 以 构建 拉 格 朗 日 函数 
L=K-V (9. 366 ) 
采用 拉 格 朗 日 函数 ， 可 以 求 出 三 个 运动 方程 
| aL 
a ne) -20 (9. 367) 
dafl) sc 
ar a area (9. 368 ) 
T 122) ac. (9. 369 ) 


投石 器 于 公元 前 500 年 至 公元 前 400 pees 国 ， 并 于 公元 前 300 年 左右 被 波斯 军队 
发 展 使 用 ， 在 公元 600 年 至 1200 年 期 间 ， 被 阿拉 伯 人 用 来 对 抗 罗 马 人 。 投 石器 也 被 称 为 石 
SxS hh. 











9.7 小 结 
在 全 域 坐标 系 G 中 表示 的 刚体 的 平 动 和 转动 运动 方程 为 
p= €p (9.370) 
m=“ cr (9.371) 


式 中 ,SF AEM 表示 作用 在 刚体 上 质心 C 处 的 外 力 和 外 力矩 。 
Cp FIEL 分 别 是 对 刚体 质心 C 的 动量 和 动量 矩 。 
pon» (9. 372) 
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L=rc xp (9. 373) 
连 体 坐 标 系 中 表示 的 运动 方程 为 
SF=°p + bea, x p=miap tmiop x” vp (9. 374) 
By ="L + bap x’L =" ean, + bap x” Iwg (9. 375) 
式 中 , 1 AERIS AY EAEE 
xX Ty L 
T= dy lye lz (9.376) 
Ls a L 





I 的 元 素 是 刚体 质量 分 配 的 函数 ， 定 义 为 
I; = [02 nn ai Xim% jn) dm i, J 三 1, 2, 3 (9. 377) 
p, SEES S 函数 。 


RETAIL ABA — SEA BR, EHEAR FBP EY Joe EEE E A X fA E E 
LO 0 


B120 L 0 (9.378) 
0 0 L 











在 主 坐 标 系 中 ， 旋 转运 动 方程 简化 为 
Mi =o; 一 (Lh -13) ww3 
M, =I, — (L —1,)@30; 


























M; =1,03 - (1, -1,) @,@> (9. 379) 
可 以 通过 拉 格 朗 日 方程 求 出 具有 个 自由 度 的 机 械 系统 的 运动 方程 ， 

dl ne Bp 
T ae aes s r=1;2;n (9.380) 
L=K-V (9.381) 

式 中 ，L 是 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ; K 是 系统 的 动能 ; hones Q, 是 非 势 能 广义 力 。 
=) (0, + Qn + Qa5 (9. 382) 
qı dn 





BN G,, r=1, 2, +, n 是 系统 的 广义 坐标 ， a Or 下 是 作用 在 系统 第 i 个 质点 
上 的 外 力 ，@, 是 与 9, 有 关 的 广义 力 。 当 (x;， vi, zi) 是 质点 mi 在 静止 全 域 坐标 系 中 的 笛 卡 儿 
坐标 ， 其 坐标 可 以 是 另外 一 组 广义 坐标 qi, dos 30 ts In 的 函数 ， 例 如 可 以 是 时 间 t 的 函数 。 














Xi =fi(q1, q2, 3, `s Ino t) (9. 383) 
yi=gi(q1, 92> 935 `> In» t) (9. 384) 
z; =h;( gi1, q2, 13, `s Ino t) (9. 385) 


9.8 主要 符号 


a, b, Ww, h KE C 质心 
速度 d 连 体 坐 标 系 位 置 向 量 
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df 无 穷 小 力 
dm 无 穷 小 质量 
dm 无 穷 小 力矩 
机 械 能 

力 
科 里 奥 利 力 
重力 加 速度 


= sa & 


a 








Re TRO TBR 
SoS bh Se at 


Il 

> 
l 

一 


拉 格 朗 日 函数 
质量 

力矩 

动量 
刚体 中 的 点 
FRIE 
盘 的 半径 


人 
> 


习 
1. 刚性 构件 的 动能 



































r 位 置 向 量 

R 半径 

R 旋转 矩阵 

t 时 间 

了 张 紧 力 

u 有 方向 直线 的 单位 向 量 
v 以 及 xX,，v 速度 

V 势能 

w 特征 向 量 

W 功 ， 特 征 向 量 矩 阵 
x, y, z, xX 位 移 

5, 克 罗 内 克 8 PRA 
Ti, 克里斯托弗 算 子 
A 特征 值 

g, 0, Y 欧 拉 角 

w, w 角速度 

/ 平行 

下 垂直 

V 梯度 

题 





设 有 一 个 刚性 均匀 直 杆 ， 该 杆 质量 为 m。 试 证 明 该 杆 的 动能 可 以 表示 为 


K=1/6 m(v, 
SUH, vi Allo > 是 杆 两 端点 的 速度 矢量 点 。 
2. 离散 质点 mı =10kg, m, =20kg, m, =30kg 分 别 位 于 


evi +v] 22+02 22) 





1 -1 2 
r= -1 r= -3 r= -l1 
1 2 -3 
它们 的 速度 分 别 为 
2 -1 3 
v= 1 v=0 v= -2 
1 2 -1 


试 求 该 系统 质心 C 所 在 的 位 置 和 速度 ;计算 系统 的 动量 和 动量 惯性 矩 ; 计算 系统 的 动 
能 并 确定 动能 的 旋转 部 分 和 平 动 部 分 。 
3. 连 体 坐 标 系 中 的 牛顿 运动 方程 
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试 证 明 连 体 坐 标 系 中 的 牛顿 运动 方程 是 





F, a, 0 -w Wy, v 
F, =m a, + ®, 0 gs o, 
F a -Wy Ox 0 v, 


4. 曲线 轨迹 上 做 功 
设 有 一 个 运动 在 环形 轨迹 上 的 质点 m， 运 动 轨迹 为 
oa =cos0 Î + sin J/+4K 


试 计算 质 点 从 0 =0 运动 到 0 = 了 的 过 程 OF 做 的 功 。 
(a) 














Gp ies Gl yy e Dl 
= Cea eae (x +z)? 
(b) 
CF = Z -y Pee xy" ¢ 
(x+y)? x+y (x +z)? 
5 Esa HERE 
试 求 下 列 惯性 矩阵 的 主 质量 惯性 矩 和 方向 : 
(a) 
2 2 
[I]=2 2 
2 0 4 
(b) 
3 2 A 
[=2 0 2 
4 2 
(e) 
100 20/3 0 
l= 20 60 0 
0 0 10 
6. 转动 的 转动 惯量 矩阵 
已 知 主 转 动 惯 量 矩 阵 %7 为 
3 0 0 
[I]=0 5 0 
0 0 4 
主 坐 标 系 由 初始 连 体 坐 标 系 绕 * 轴 旋 转 30"， 再 绕 z 轴 旋 转 45° 得 到 ， 试 求 初始 转动 惯量 





EREI, 
7. 转动 惯量 矩阵 的 旋转 
欲 将 转动 惯量 矩阵 I] 转变 为 对 角 和 矩阵 ， 试 求 能 完成 该 转换 的 旋转 矩阵 。 
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3 2 2 
[ 门 = 2 2 01 
2 0.1 4 


8， 雪 三 次 方程 
求解 三 次 方程 
ax? +bx2 +cx +d =0 
式 中 ，a 寺 0， 该 方程 可 以 用 系统 方法 求解 。 
用 判别 式 4p? + 9° 将 方程 转化 为 一 种 新 的 形式 ， 








y? +3py +q =0 
x b 
ERAR =y- Jep 
_3ac-b? _ 2b -9abe +27a2d 
9a? 4 27a3 
其 解 为 
yı =Va -VB 
n=e Ja—e WB ¥3 =e? Ja -e746 
式 中 
eR GAD: 8 二 9=V9 +4p 
2 2 


对 于 实数 p 和 gq， 如 果 判 别 式 为 正 ， 则 方程 的 一 个 根 为 实数 ， 男 两 个 根 为 共 轿 复数 。 如 
末 判 别 式 为 0， 则 方程 有 三 个 实数 根 ， 其 中 至 少 有 两 个 根 相等 。 如 果 判 别 式 为 负 ， 则 有 三 个 
互 不 相等 的 实 根 。 对 特征 方程 矩阵 [7] 应 用 该 理论 ， 证 明 主 质量 惯性 算是 实数 。 

9. 在 地 球 上 行驶 的 汽车 的 运行 学 

车 辆 在 地 球 上 的 位 置 可 以 用 相对 于 固定 的 子午 线 ( 比如 本 初子 午 线 ) 的 经 度 p 和 相对 
于 赤道 的 纬度 9 描述， 如 图 9. 19 所 示 。 在 地 球 中 心 设置 坐标 系 , 令 其 x 轴 在 赤道 平面 上 ， 
y 轴 在 指向 车 辆 。 还 存在 两 个 坐标 系 E 和 CG， 其 中 国定 在 地 球 上 ，G 为 全 域 坐标 系 。 坐 标 


























图 9.19 用 经 度 和 纬度 0 在 地 球 上 确定 的 位 置 
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R B 的 角速度 和 车 辆 的 速度 分 别 为 





CO», =i, + (wp +ọ)sinðj g + (wp + ġ) cosbk 
By p= 一 r(wr + >) cosbip +r6k 
试 计算 车 辆 的 加 速度 。 


10. 角 动 量 的 全 域 微分 


将 转动 惯量 “7 和 角速度 Cms 转 换 到 全 域 坐标 系 
式 的 方法 。 





， 再 求 角 动量 的 微分 ， 这 是 另 一 种 证 明 下 





a BL = -Coilgoo) = =" i + Bop x 
11. 拉 格 朗 日 方法 和 非 线性 振动 系统 
应 用 拉 格 朗 日 方法 求 图 9. 20 中 摆 的 运动 方程 


x’L =o +w x (lo) 











» APES SE HIRI BE ko 























图 9. 20 AS ina TS Ea ZR PE SE AY FR 





12. 摆 的 强迫 振动 
图 9. 21 所 示 为 一 个 单 摆 ， 其 长 度 为 !， 摆 锤 质 A 
量 为 m， 求 下 列 情况 下 的 运动 方程 
(a) 支点 0 在 方向 做 规定 运动 
Xo =asinot 
Sac eae ec 
= bsinwt 
aero 圆周 运动 
ro = Reosat 1 + Rsinwt) m 
13. 由 拉 格 朗 日 函数 求 运动 方程 到 9. 21 一 个 支点 振动 的 摆 
设 有 一 个 物理 系统 的 拉 格 天 日 函数 为 





























L= m(aà +b 7)? - Fax + by)? 
APR% m, k, a Ab 为 常数 ， 试 求 其 运动 方程 。 
14. 由 运动 方程 求 拉 格 朗 日 函数 


根据 下 面 的 运动 方程 求 相 关 的 拉 格 朗 日 函数 : 
(a) 








mr?0+kl0+hl0+mel=0 
(b) 


7-r02=0 720+2rr0 =0 
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15. 投石 器 
试 推导 图 9. 17 所 示 投 石器 的 运动 方程 。 
16. 投石 器 
图 9. 22 ~ 图 9. 24 所 示 为 三 个 投石 器 简化 模型 ， 试 推导 并 比较 它们 的 运动 方程 。 


y 




















图 9.22 投石 器 的 简化 模型 一 


y 





0 
mı 











图 9.23 投石 器 的 人 简化 模型 二 








A 
\ @ 8 
my 
7 
© Px 
E 
å 0 








图 9.24 投石 器 的 简化 模型 三 


10 车辆 平面 动力 学 





本 前 对 做 平面 运动 的 刚性 车 辆 建立 动力 学 模型 ， 车 辆 平面 动力 学 模型 适用 于 以 前 进 速 
度 、 侧 向 速度 和 横 摆 速度 为 主 并 足以 考察 车 辆 性 能 的 情况 。 


10.1 车 辆 坐标 系 
车 辆 动力 学 的 运动 方程 通常 在 一 组 车 辆 坐标 系 B( Cxyz) 中 表示 ， 该 坐标 系 设置 在 车 辆 质 


心 C 处 ， 如 图 10.1 所 示 。 其 x 轴 是 一 条 通过 质心 并 指向 车 前 方 的 纵向 轴 ， 其 y 轴 指 向 驾驶 
人 所 处 视角 的 左 侧 ， 其 z 轴 指 向 使 该 坐标 系 符合 右手 定 则 的 方向 。 汽 车 停放 在 水 平 道路 上 


时 , 2 轴 垂 直 于 地 面 ， 并 与 重力 加 速度 g 的 方向 相反 。 












































图 10. 1 车 辆 连 体 坐标 系 B( Cxyz) 
为 了 说 明 车 辆 的 姿态 ， 现 采用 三 个 角度 : 绕 x 轴 的 侧 倾角 o, Fy 轴 的 俯仰 角 06， 以 及 

















Se = 轴 的 横 摆 角 淡 。 由 于 姿态 角 速 率 在 车 辆 动力 学 中 非常 重要 ， 通 常用 专用 符号 表示 ， 并 分 
别称 之 为 侧 倾角 速度 、 俯 仰角 速度 和 横 摆 角速度 。 





OP = (10. 1) 
ET (10. 2) 
ie (10.3) 





车 辆 受 来 自 地 面 与 环境 的 外 力 合力 以 及 合力 矩 的 作用 ， 这 些 合力 与 合力 矩 共 同 构成 车 辆 
AR (下 ，M) ， 车 辆 力 系 应 在 车 身 坐标 系 中 表示 。 
BR =Fi+F,j + Fk (10. 4) 
SM =M,i+M,j + Mk (10. 5) 
图 10.1 所 示 为 3D 车 辆 力 系 的 各 分 量 ， 这 些 分 量 各 自 有 专用 名 称 ， 并 且 十 分 重要 。 
1) 纵向 力 F, o BIR x 轴 作 用 ， 车 辆 加 速 时 ， 其 合力 F >0， 车 辆 制 动 时 ,<0， 纵 
向 力 又 称 作 正 向 力 或 牵引 力 。 
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2) WAH F, HIS F, WF. 垂直 ， 当 其 向 驾驶 人 左 侧 作用 时 Fy >0。 侧 向 力 通 常 是 
转向 导致 的 结果 ， 是 产生 横 摆 力矩 和 车 辆 转向 的 主要 原因 。 

3) 法 向 力 『,。 该 力 是 一 个 垂直 力 ， 与 地 面 正 交 ， 向 上 作用 时 ,>0， 法 向 力 又 称 作 垂 
直 力 或 车 辆 负载 。 

4) 侧 倾 力矩 以 .。 该 力矩 是 一 个 绕 x 轴 的 纵向 力矩 ， 车 辆 趋向 于 绕 x 轴 深 动 时 ， 该 力矩 
M, >0。 侧 倾 力 矩 又 称 作 倾斜 力矩 、 倾 斜 扭矩 或 倾覆 力矩 。 

5) WMH M, BIER y 轴 的 横向 力矩 ， 车 辆 趋向 于 绕 y 轴 转 动 并 且 车 头 向 下 
时 ，M, >0。 

6) 横 摆 力矩 W:。 该 力矩 是 一 个 绕 z 轴 癌 上 的 力矩 ， 轮 胎 趋向 于 绕 z 轴 转 动 时 ，M, >0， 
横 摆 力矩 又 称 作 回 正 力矩 。 

车 辆 坐标 系 B( Cxyz) 的 位 置 和 姿态 是 相对 于 固定 在 地 面 的 坐标 系 GC OXYZ) 测算 的 。 

车 辆 坐标 系 又 称 作 车 辆 连 体 坐标 系 或 车 身 坐 标 系 ， 地 面 坐标 系 又 称 作 全 域 坐 标 系 。 车 辆 
运动 分 析 也 就 是 在 G (OXYZ) 中 表示 B8 (Cxyz) 的 位 置 与 姿态 ， 图 10. 2 表明 如 何 用 车 映 坐 
标 系 B 在 全 域 坐标 系 G 中 表示 一 辆 运动 的 汽车 。 










































































图 10.2 在 全 域 坐标 系 G 中 用 车 身 坐 标 系 B 表示 的 一 辆 运动 汽车 

















从 工 轴 向 x 轴 绕 2 轴 测 量 出 的 X 轴 和 x 轴 之 间 的 夹 角 是 横 摆 角 少 ， 称 作 航 向 角 。 车 辆 速 
度 矢 量 " 与 车 身 坐 标 系 * 轴 构 成 夹 角 B， 从 x Hilo 绕 2 轴 测 量 ， 称 作 侧 偏 角 或 方位 角 。 和 车辆 
速度 矢量 " 与 全 域 坐标 系 X 轴 构 成 夹 角 B +y， 从 X 轴 向 v SEZ Hille, KEKA. K 
10.3 所 示 为 这 些 角 在 运动 车 辆 俯视 图 上 的 正 值 状态 。 

很 多 时 候 需 要 对 车 辆 的 车 轮 进行 编号 ， 通 常 约定 将 车 辆 左前 车 轮 编 为 1， 右 前 车 轮 编 为 
2。 然 后 ， 自 此 向 后 逐次 对 车 辆 右 侧 车 轮 编号 ， 直 至 右 后 车 轮 。 接 着 再 转 到 和 车辆 左 侧 ， 从 左 
后 车 轮 向 前 编号 。 各 个 车 轮 都 用 位 置 矢量 r; 表示 ， 即 

Sy: xi +yj+zik (10.6) 
该 矢量 在 车 身 坐标 系 中 表示 ， 图 10. 3 所 示 为 一 辆 四 轮 车 辆 的 车 轮 编号 情况 。 
例 409 车 轮 的 编号 及 其 位 置 天 量 
图 10. 4 所 示 为 一 辆 六 轮 乘 用 汽车 ， 其 车 轮 编 号 位 于 各 车 轮 的 一 侧 。 左 前 车 轮 为 1 号 车 
， 右 前 车 轮 是 2 号 车 轮 。 自 右 侧 向 后 ， 依 序 是 3 号 车 轮 和 4 号 车 轮 ， 左 后 车 轮 是 5 号 车 
， 在 左 侧 自 此 向 前 ， 仪 剩 的 那个 尚未 编号 的 车 轮 为 6 号 车 轮 。 











ae 营 
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xX 
图 10.3 fie IAEA, A X AA x 轴 间 的 横 摆 角 y, x 轴 与 速度 矢量 wv WA B， 
以 及 速度 矢量 wv 与 X 轴 间 的 巡航 角 B + 水 





图 10.4 六 轮 乘 用 汽车 及 其 车 轮 编号 


如 果 已 知 汽 车 质心 的 全 域 坐标 系 位 置 矢量 为 


‘a [| (10.7) 





各 车 轮 的 车 身 坐 标 系 位 置 天 量 为 


(10. 8) 














(10. 9) 
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Br, = | -| | 10. 10 
sa | w/2 j w/2 ea, 
车 轮 的 全 域 坐标 系 位 置 矢量 
Xc- Tasia + a, cosyy 
c CJ CR B 2 
ri="d+"Rp r = i (10.11) 
Yc + g weosip + a, sin 
Xc+ I paat + a, cosy 
f : ; 2 
Er, =d ER = j (10. 12) 
Yg- z weosy + a, sin 
Xc+ ei — ay cosy 
， é : 2 
Er, = "d+ oR ry = (10. 13) 
Ye- J weosip — a siny 
Xc+ Sh gag — a3.cosyy 
c CJ CR B 2 
r="d+"Rgp ry = i (10. 14) 
Yc- g weosip - az siny 
Xe- ea — a3acosy 
c CJ, Cp B 2 
rs ="d +" Rpg"r; = i (10. 15) 
Ye + z weosy - az siny 
Xc- n — ay cosy 
c CJ, CR B 2 
Yc + Jw cosy — a, siny 
式 中 全 域 坐标 系 G 和 车 身 坐 标 系 B 之 间 的 旋转 矩阵 为 
Gy ja — siny (10.17) 
sing cosy l 
例 410 巡航 角 、 方 位 角 和 航向 角 
图 10. 5 所 示 一 辆 行驶 在 路 面 上 的 汽车 ， 各 角度 为 
yw =15° B=16° (10. 18) 
汽车 航向 角 为 
yw =15° (10. 19) 
该 角 为 设 在 路 面 上 的 参考 轴 X 和 汽车 纵向 轴 x 之 间 的 夹 角 。 汽 车 方位 角 为 
B=16° (10. 20) 
该 角 为 车 体 纵向 轴 x 和 汽车 运动 方向 之 间 的 夹 角 。 汽 车 巡航 角 为 
B +y =31° (10.21) 


该 角 为 路 面 上 的 参考 轴 X 和 汽车 运动 方向 之 间 的 夹 角 。 
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图 10.5 ”一 辆 以 侧 偏 角 B 和 航向 角 光 在 路 面 上 行驶 的 汽车 


10.2 刚性 车 辆 的 牛顿 - 欧 拉动 力学 


刚性 车 辆 在 水 平 表面 的 运动 与 扁平 箱 体 相似 ， 刚 性 车 辆 的 平面 运动 有 以 下 三 个 自由 度 : 
在 x 轴 和 y 轴 方向 的 平 动 ， 绕 z 轴 的 转动 。 在 设置 于 车 辆 质心 C 处 的 车 身 坐 标 系 B 中 ， 刚 性 
车 辆 的 牛顿 - 欧 拉 运 动 方程 为 : 


F, =mv, - mov, (10.22) 
F, =mv, - mov, (10.23) 
M. =ò (10.24) 


证 明 : 图 10. 6 所 示 为 一 辆 平面 运动 中 的 刚性 车 辆 ， 全 域 坐 标 系 设置 在 地 面 上 ， 车 身 坐 
标 系 设置 在 车 辆 的 质心 C 上 。Z 轴 和 = 轴 互 相 平行 ， 坐 标 系 B 的 姿态 用 X 轴 和 轴 之 间 的 航 
向 角 乡 表示 ， 质 心 的 全 域 位 置 矢量 用 ?4 表示 。 

在 车 届 坐 标 系 中 表示 的 车 辆 速度 矢量 为 


Byg = v, (10.25) 


0 
AP, v, 和 vw 分 别 是 " 的 正 向 分 量 和 侧 向 分 量 。 和 车 身 坐标 系 中 的 刚体 运动 方程 为 : 


BF =ËR; F ="Ro( maz) =mbap 











=m” ù p +mbæg xv p (10.26) 
G n ; 
SM aL =i, PL + Co, XL 
="Theo, +Eop x (212mp) (10. 27) 


刚性 车 辆 的 力 、 力 和 矩 和 运动 学 矢量 为 : 
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>x 
图 10.6 一 辆 平面 运动 中 的 刚性 车 辆 
F, 0 
"Fo = F, "Mp= 0 (10. 28) 
0 M, 
Dy 0 
Big 3, Baye 0 (10. 29) 
0 Cs 
0 
Pa,= 0 (10. 30) 
o, 
假设 车 身 坐 标 系 为 车 辆 的 主 坐 标 系 ， 并 有 对 角 转 动 惯量 矩阵 。 
0 0 
BI- 0 1, 0 (10. 31) 
0 0 万 
将 上 述 矢 量 和 抢 阵 代 入 式 (10. 26) ~ 式 (10.27) 得 到 如 下 等 式 : 
BR =m” ¢ p +mbæg x? vp, 
Oy 0 Vy mv, —Mw,v, 
=m vy +m0 x vy = mv, +mw,v, (10. 32) 
0 wz 0 0 
SM =" bog + Cop x (lowg) 
L 0 0 0 0 L 0 0 0 0 
= 0 , 0 0 +0 x 08 0 0 = 0 (10. 33) 
00h o, w, 0 0 L œ L o, 





前 两 个 牛顿 运动 方程 式 (10.32) 和 第 三 个 欧 拉 运动 方程 式 (10.33) 是 构成 刚性 车 辆 
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平面 运动 方程 组 式 (10.22) ~ 式 (10.24) 的 一 组 非 零 方 程式 。 
例 411 刚性 车 辆 及 拉 格 朗 日 方法 
平面 运动 中 刚性 车 辆 的 动能 》 





1 TG 
+ 2 GMB I, @p 
T T 


0 0 wz wz 





mv% +—mvy + ho =F m(X? +Y?) +H, p? (10.34) 
式 中 
CT = °R, FIER? 
cosy -siny 0 L 0 0 cosy -siny 0 T 
siny coy 0 0 L, 0 siny cosy 0 








0 0 1 0 0 424 0 0 1 
Ico +hsiny (1, —1,)sinyscosy 0 
= (1, -L )sinpcosy 1,cos*y + I, sin? 0 (10. 35) 
0 0 L 
且 
vx X 
Cup = vy = ý (10. 36) 
0 0 
0 0 0 
cos= 0 =0=0 (10. 37) 
Wz r M 
外 力 系 的 合力 与 合力 矩 为 
Fy 0 
OF = Fy °M,= 0 (10. 38) 
0 Mz 
应 用 拉 格 朗 日 方法 
d ak OK _ T= eee 
FF (0 i t=1,2, gn (10.39) 
将 其 中 的 坐标 9 RX, YAY, ERU eb in AP AIS oY EE : 
mi, =m CX = Fy (10. 40) 
md, =m LY = Fy (10.41) 


dt 
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Lo, =I u =M (10. 42) 
Zz z dt Z A 


例 412 到 车 身 坐 标 系 的 转换 


通过 在 车 辆 坐标 系 B 中 表示 全 域 坐标 系 运动 方程 式 (10.40) ~ 式 〈10.42) ， 可 以 应 用 





转换 矩阵 “Rs 求 出 刚性 车 辆 的 连 体 坐 标 系 运动 方程 。 
cosy -siny 0 

°R,= siny cosy 0 

0 0 1 





速度 矢量 的 车 身 坐 标 系 表述 为 





C, _GpB 
Bvc= Rg ve 


vx cosy -siny O V 
vy = siny cosy 0 v 
0 0 0 1 0 


v, cosy — v, sings 
= v cosy +v, sings 
0 
因此 ， 全 域 加 速度 分 量 为 
vy Ci; — pv, ) cos — ( ù, + bv, ) sinp 
by = (vy + av, ) cosy +ò, - pv, ) siny 
9 0 
全 域 牛顿 运动 方程 为 
°F. = me te 
力 的 矢量 转换 如 下 
°F . = OR Be. 
所 以 ， 运 动 方程 的 车 身 坐 标 表示 为 
a 至 se i = m° RB»° ve 


代入 相关 向 量 后 产生 车 身 坐 标 系 中 的 牛顿 运动 学 方程 。 


F, (h, —pv,) cosp- (i, +o ) siny 
F, =m°R; (v +v ) cosy + (0 -jv ) sin 
a x ) COS P y) siny 
0 0 
Dy pr, 
EM do tv, 
0 


用 相同 的 程序 进行 力矩 转换 ， 即 
Me = Rg” Me 


(10. 43) 


(10.44) 


(10. 45) 


(10. 46) 


(10. 47) 


(10. 48) 


(10. 49) 


(10. 50) 


(10.51) 
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0 cosy -siny 0 0 0 
0 = sing coy 0 0 = 0 (10. 52) 
M, 0 0 1 M, M, 
最 后 求 出 车 身 坐 标 系 中 的 欧 拉 方程 。 
M, =a,I, (10. 53) 


例 413 车 辆 的 轨迹 
已 知 刚 性 车 辆 的 平 动 速度 和 转动 速度 vy，vy 和 7 时， 可 以 通过 积分 求 出 车 辆 的 运动 轨迹 。 


Y= [ya = yo + frar (10. 54) 
X = [xa = [(e,cosyp — v,sinys ) dt (10. 55) 
y= [Yau = [osin + v cosy ) dt (10. 56) 


fil 414% EAR in ARIS I TE 

平面 运动 中 刚性 车 辆 的 运动 方程 还 可 以 用 微分 运算 原理 求 出 ， 设 一 车 辆 在 1 时 刻 的 侧 向 
速度 为 w ， 横 摆 角 速度 为 >， 前 进 速度 为 w。 如 图 10.7 所 示 ， 纵 轴 x 与 固定 的 X 轴 之 间 的 夹 
角 为 水 ， 点 P(x, y) 表 示 车 辆 上 的 一 点 ， 点 P 的 速度 分 量 为 














Up, =V, 一 条 Vp, =V, +Xr (10. 57) 
由 于 
By p= v o t+ b@p X "rp 
Vy 0 x 
=v +0xy (10. 58) 
0 r 0 


>~ 











>x 
图 10.7 车 辆 以 侧 向 速度 v,， 横 摆 角 速度 r+， 前 进 速 度 为 v 以 及 航向 角 消 运动 ， 
在 时 刻 :=0 Al t= de 时 刻 的 情况 
经 过 一 段 时 间 增 量 后 ， 在 4= di 时 ， 车 辆 运动 到 一 个 新 的 位 置 ， 在 第 二 个 位 置 上 点 书 的 
速度 分 量 为 














Up, = (v, +dv,) -y(r +dr) (10. 59) 
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vp, = (v, + dv,) +x(r+dr) (10. 60 ) 
同时 ， 
Up, + dup, =vp.cosdy — vp, sindys (10. 61) 
vp, + dup, = vp,sindys + v'n,cosdyp (10. 62) 
所 以 有 
dup, = [ (v, + dv,) -y(r+dr) jcosdy - [ (v, +dv,) +x(r+dr) ]sindy = (v, - yr) 
(10. 63) 
dup, = [ (v, +dv,) -y(r+dr) Jsindy +[ (v, + dv,) +x(r+dr) | cosdys — (v, + xr) 
(10. 64) 
简化 式 (10.63) 和 式 (10.64) 并 除 以 dt， 得 到 
es S (dv, — ydr ) cosdy | -H [ o, +dv,) +x(r +dr) | sindy } (10. 65 ) 
dey gale (dv, +xdr) cosdy | pki [ (v, +dv,) -y(r+dr) ]sindy} (10. 66 ) 
dt dt ? dt A j 
di 一 0 fit, sindy—>y, cosdy—ol, (LAW =r 后 得 到 点 的 加 速度 分 量 。 
Up, =Apy =Ù, =V, r -yT +27 (10. 67) 
tpy = apy = 0, 二 Der 十 2 — yr? (10. 68) 


Bom P 的 质量 为 drm， SA P AYIA dm, IRAE TS IPE A ERB oD, 2 
果 应 该 与 车 辆 所 受到 的 外 力 系 相等 。 





F, = f apam (10. 69) 
F, = | apydm (10. 70) 
M, = f (xap, — yap, ) dm (10. 71) 








将 加 速度 代入 ， 并 假设 车 身 坐 标 系 是 位 于 质心 C 的 主 坐标 系 ， 则 可 以 求 出 
Fa I (ù, -= vr — yr + xr’ )dm 


= m(ù, — v,r) 一 i ydm + P| xdm 
= m(v, =v, r) (10.72) 


F, = LG + or + xi — yr )dm 


= m(ù 


+o r) + if xdm 一 P| ydm 


y 


= m(v, + Dr) (10. 73 ) 


= 
I 


i [ LG, + or + xè - yr”) — yD =v, r — yr + xr?) ]dm 


if (x? + y?)dm + (v, +0, r) | xdm 


ahin v,T) f yam -2f xydm = Lr (10. 74) 
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因为 对 主 坐 标 系 有 


f xdm =0 f yam = 0 [ svam = 0 


10.3 作用 在 刚性 车 辆 上 的 力 系 


为 了 确定 作用 在 刚性 车 辆 上 的 力 系 ， 首 移 定义 车 轮 轮胎 接地 印迹 上 的 力 系 ， 然 后 再 将 轮 
台 接 地 印迹 上 的 力 系 转移 到 车 身上 。 


10.3.1 轮胎 力 系 和 车 身 力 系 





(10.75) 





图 10. 8 所 示 为 车 辆 的 车 轮 1， 由 于 力作 用 在 车 轮 i 的 轮胎 接地 印迹 上 , wy 平面 内 C 坐标 


系 中 的 力 系 分 量 为 








图 10.8 车 轮 1 轮胎 接地 印迹 上 作用 


























iS F, €086; 一 Fy sind; 
| = F, €086; + Fr, sind; 
M, = M., 


所 以 作用 在 刚性 车 辆 上 的 平面 力 系 合力 在 车 身 坐 标 系 中 为 


Pie = > 三 J, F, cosô; - > F, sinô; 


SF = > F, = Ñ F, cos; + > F, sind, 


"M, z > M,, ii È F, ~ EnF 
证 明 : 车 轮 坐 标 系 Wes Yus Zu), WEW, EPRE GAINERA, HAE 


标 系 7(%,, Vis 2 ) 设 在 轮胎 接地 印迹 的 中 心 。 假 设 车 轮 坐 标 系 中 的 力 系 为 


pa 








ealo Si. I 


Xw Yw 


YM, = [M, M, M, |" 


这 是 由 于 轮胎 接地 印迹 中 的 力 系 为 


Trela e ET 


Xw Vw; 


(10. 76) 
(10:77) 
(10. 78) 


(10.79) 
(10. 80) 


(10.81) 


(10. 82) 
(10. 83) 


(10. 84) 
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"M, =[M,,, M, M, J" (10. 85) 
在 x 方向 的 轮胎 力 Foo ÆRA (3.119) 或 式 (4.49) 定义 的 纵向 力 和 由 式 
(3.38) 定义 的 轮胎 深 动 阻力 的 F WARI TE y, 方向 的 轮胎 力 P，， 是 由 式 (3.153) 和 
式 (3.177) 定义 的 侧 向 力 ,和 由 式 (3.38) 定义 的 轮胎 滚动 阻力 的 P, 的 合成 力 。 HE z, 
方向 的 力矩 M,,，， 是 由 式 (3.156) MR (3.184) 定义 的 回 正 力矩 ML, 的 合成 力矩 。 
车 轮 坐标 系 天 和 平行 于 车 辆 坐标 系 B 的 车 轮 -车 身 坐 标 系 C 之 间 的 旋转 矩阵 为 

fae! cosd, 

et sin6;  cosd, 


所 以 ， 平 行 于 车 辆 坐标 系 的 车 轮 轮 胎 接地 印迹 上 的 力 系 为 
CF, = Ro F (10. 87) 


B be | 
F, 7 sind;  cosd; F, 




















(10. 86) 


F, cos6, — F, sind, 
-| : . | (10. 88) 

F, cos6, + F, sind, 
°M,, =°R,"M, (10. 89) 
M, =M, (10. 90) 


将 各 个 轮胎 力 系 转 换 到 位 于 车 身 质心 C 的 连 体 坐 标 系 B 中 ， 生 成 作用 在 车 辆 上 的 总 力 
a, Bl 








BR = YF ai + Ej (10.91) 
PM = Mk + yr, x F, (10. 92) 
AIP,’ r, 是 车 轮 i 的 位 置 矢 量 。 

Br axityg +zik (10.93) 

展开 式 (10.91) 和 式 (10.92) 可 以 获得 平面 力 系 的 合力 。 
F, = > F, cosô; — >) F, sind; (10. 94) 
BF, = > Fy,,cos6; + » F, sind; (10.95) 
"M, = X M, Va D yF (10. 96) 


例 415 轮胎 接地 印迹 坐标 系 和 车 轮 坐 标 系 的 区 别 

为 了 表示 车 轮 和 力 系 ， 需 要 三 个 坐标 系 : 车 轮 坐 标 系 四， 和 车轮 - 车 身 坐 标 系 C 和 轮胎 
坐标 系 To FERR WW(% , Yus Zu) 设置 在 轮 心 ， 该 坐标 系 除 了 不 旋转 外 ， 伴 随 车 轮 做 所 
有 运动 。 所 以 ， 其 x WA z, 轴 始 终 在 轮胎 平面 上 ， 而 y. 始终 在 旋转 轴 上 。 

同时 还 在 轮 心 设置 男 一 个 坐标 系 ， 车 轮 - 体 坐 标 系 C(x。, Ver z.)， 该 坐标 系 平行 于 车 辆 
坐标 系 B(x, y, z)， 并 与 车 辆 坐标 系 相对 固定 。 和 车 轮 - 车 身 坐 标 系 不 存在 相对 于 车 辆 坐标 系 
的 运动 ， 且 不 随 车 轮 的 运动 而 改变 。 当 车 轮 正 直 时 ， 四 坐标 系 与 C 坐标 系 重 合 ， 并 平行 于 
车 辆 坐标 系 。W 坐标 系 相对 于 C 坐标 系 构成 转向 角 8 和 和 车轮 外 倾角 yo 

轮胎 坐标 系 Tx, 9, z) 设置 于 轮胎 接地 印迹 的 中 心 ， 其 z, 垂直 于 地 面 ， 并 平行 于 = 
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Aio Hx 轴 沿 着 轮胎 平面 与 地 面 的 交 线 方向 ， 轮 胎 坐 标 系 伴随 着 转向 角 绕 zx 轴 旋 转 ， 但 是 
轮胎 坐标 系 不 随 轮 胎 的 旋转 和 外 倾 改 变 而 转动 。 

为 了 明确 坐标 系 7 和 坐标 系 WW 之 间 的 差别 ， 用 "dy 代表 在 T 中 表示 的 车 轮 坐 标 系 原点 
相对 轮胎 坐标 系 原点 的 位 置 和 撩 量 。 如 果 已 知 点 P 在 车 轮 坐标 系 中 的 坐标 ， 则 可 以 用 下 面 的 
方法 求 出 其 在 轮胎 坐标 系 中 的 坐标 。 








Trp = TRy rp+ dy (10.97) 
MR rp 代表 点 P 了 在 车 轮 坐 标 系 中 的 位 置 矢量 ， 
Wrp=[xp yp 2p)" (10. 98) 





则 点 己 在 轮胎 坐标 系 "rp 中 的 坐标 是 


了 ae y W T_T wW T wW 
rp = Ry rp t+ d= Ry rp+ Ryrdy 


Xp 
= ypcosy —R,siny — zpsiny (10. 99) 
R,,cosy + zpcosy + ypsiny 
因为 
1 0 0 0 
"Ry = 0 cosy -siny Wdy= 0 (10. 100) 
0 siny cosy Ry 


RF, pdy 是 车 轮 坐 标 系 在 轮胎 坐标 系 中 位 置 矢量 的 到 表示 形式 ; R, 是 车 轮 的 半径 ; Rw 
是 从 丈 到 了 的 转换 矩阵 。 
轮 心 "rp = "1, =0 是 车 轮 坐标 系 WW 的 原点 ， 该 点 在 坐标 系 7 了 中 应 为 ?7,。 














0 
r= "dy= Ryrdy = -Rvsiny (10. 101) 
R „cosy 
如 果 车 轮 外 倾角 y=0， 则 
0 
r= 0 =fdy y=0 (10. 102) 
R, 
如 果 轮 胎 接 地 印迹 上 的 力 系 为 "FP,, 和 ”M6,, ， 则 在 车 轮 坐 标 系 中 作用 在 轮 心 的 力 系 应 为 
VF =R = (10. 103 ) 
Fe 1 0 0 TA 
Fy = 0 cosy -siny F, (10. 104) 
F 0 siny cosy F, 


YM, ='R,('M, -'r, x'F,,) 
RF, cosy +R,F, siny 
= M,, siny-R,F,, (10. 105 ) 
M,, cosy 


式 中 
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0 0 
"r= —Rysiny ™,= 0 (10. 106 ) 
R „cosy M, 
车 轮 外 倾角 为 0 时 ， 即 y =0， 车 轮 力 系 简 化 为 
Fa RE 
YF = Fy cosy +F siny Wy = -RF (10. 107) 
F, Cosy = F, „siny M, 


wi 


10.3.2 ”轮胎 侧 向 力 


图 10. 9 所 示 为 一 个 以 侧 偏 角 a 在 速度 矢量 " 方向 上 运动 的 轮胎 ， 该 轮胎 的 转向 角 为 6， 
WRH p 表示 车 辆 x MARERE v ZWA, 
eee (10. 108) 






































a) a>0 b) a<0 


图 10.9 ”以 侧 偏 角 a 和 转向 角 8 沿 速度 矢量 " 方向 运动 的 轮胎 的 角度 位 置 



































ZA B 称 作 车 轮 侧 偏 角 ， 而 角 a 为 轮胎 侧 偏 角 。 当 单 说 “ 侧 偏 角 ” 这 个 词 时 ， 则 是 指 轮胎 
侧 偏 角 a。 由 轮胎 产生 的 侧 向 力 取决 于 侧 偏 角 a 的 大 小 ， 在 a 很 小 时 与 侧 偏 角 成 正比 。 

F,=-C,a= -C,(B-8) (10. 109) 

证 明 : 图 10. 9a F, ERR W xn, y, ) 设 在 车 轮 的 轮 心 。 车 轮 坐 标的 位 置 根据 与 车 

号 坐标 系 B(x，7y) 平 行 的 车 轮 - 车身 坐标 系 Wx, ye) ME, x 轴 和 x。 轴 之 间 的 夹 角 为 车 轮 

转向 角 56， 该 角 的 正 负 根据 z 轴 按 右手 定 则 确定 。 车 轮 治 速度 矢量 " 方向 运动 ，%,, 轴 与 v 之 

间 的 夹 角 为 轮胎 侧 偏 角 w， 车 身 坐标 系 的 * 轴 与 速度 矢量 v 之 间 的 夹 角 为 车 轮 侧 偏 角 8B。 图 

10. 9a 中 的 角 a, BAS 为 正 值 ， 该 图 表明 
a=B-6 (10. 110) 
实际 上 ， 转 向 中 的 车 轮 在 向 前 运动 时 ， 角 w，B8 和 8 的 关系 应 该 是 速度 矢量 位 于 x 轴 和 
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xw 之 间 ， 图 10. 9b 给 出 了 一 种 实际 转向 情况 。 转 向 角 使 车 轮 的 前 端 偏转 6， 但 是 由 于 轮胎 的 
弹性 ， 车 轮 的 速度 矢量 的 偏转 要 落后 于 车 轮 前 端的 偏转 ， 仅 偏转 B，B8 <5。 其 结果 是 ， 一 个 
正 的 转向 角 6 会 生成 一 个 负 的 侧 偏 角 a。 分 析 图 10.9b 中 的 情况 ， 应 用 正 角度 方向 的 定义 ， 
表明 实际 情况 中 与 式 (10.108) 的 关系 相同 。 

根据 式 (3. 154) ， 侧 偏 角 的 存在 是 产生 侧 向 力 的 充分 条 件 ， 在 角度 很 小 时 ， 侧 向 力 
与 a 成 正比 。 





















































P= -Ca (10. 111) 

例 416 车 轮 的 特殊 速度 情况 

假设 有 一 个 如 图 10. 9b 所 示 的 车 轮 ， 置 于 无 摩擦 力 的 地 面 上 ， 其 滚动 角速度 w 关 0。 则 
该 车 轮 的 质心 速度 应 为 0， 即 w =0。 这 种 车 轮 的 侧 偏 角 亦 应 为 0， 即 a =0。 

现 再 假设 某 车 轮 以 零 滚动 角速度 w=0 和 非 零 平 动 速度 " 40 运动 ， 这 时 车 轮 的 侧 偏 角 应 
与 图 10. 9b 所 示 一 样 。 故 而 车 轮 的 侧 偏 角 不 是 车 轮 滚动 角速度 的 函数 。 


10.3.3 ”两 轮 模型 和 车 身受 力 的 分 量 

















图 10. 10 所 示 为 在 xy 平面 上 作用 在 前 轮转 向 四 轮 车 辆 车 轮 中 心 上 的 力 。 忽 略 车 辆 的 侧 
倾 运动 时 ， 和 车身 坐标 系 的 z 轴 与 全 域 坐标 系 的 Z PAT, xy 平面 与 路 面 上 的 XY 也 平行 。 这 
样 ， 就 可 以 对 车 辆 建立 两 轮 模型 ， 图 10. 11 所 示 为 一 个 没有 侧 倾 运动 车 辆 的 两 轮 模 型 。 两 轮 
模型 又 称 作 自行 车 模型 ， 但 是 ， 两 轮 模型 的 性 能 与 通常 所 说 的 自行 车 并 不 相同 。 


Öl 52 





























图 10. 10 前 轮转 向 的 四 轮 车 辆 以 及 在 xy 平面 内 作用 在 其 车 轮 中 心 上 的 力 
(假设 这 些 力 等 于 轮胎 接地 印迹 力 ) 
假设 转向 角 6 很 小 ， 则 作用 在 前 轮转 向 车 辆 自行 车 模型 上 的 力 系 为 
FP~P, + Fy, (10. 112) 
F =F, +F, (10. 113) 
M,~a,F, -a F, (10. 114) 
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= 


RP, (Fas Fp) 和 Py. Fp) 分 别 是 作用 于 前 车 轮 和 后 车 轮 轮胎 接地 印迹 上 的 平面 力 ， 


但 是 暂 假设 它们 作用 在 车 轮 中 心 上 。 























A 不 
»< 了 
nnno À 
O 总 
à É Y 




















图 10. 11 无 侧 倾 运动 车 辆 的 两 轮 模型 





车 辆 的 侧 向 力 F, AM, 仅 与 前 车 轮 和 后 车 轮 的 侧 向 力 和 有关， 这 两 个 力 分 别 
是 轮胎 侧 偏 角 ar Ala, 的 函数 ， 可 以 通过 下 式 近 似 计算 : 




















Ppa -Cat ees) (Catt Cu) B+ Cad (10. 115) 
á Vy Vy 
a ae 
M, = 二 (aC -ac ) Beale (10. 116) 
DV DV 
式 中 ，Cw 和 C 是 前 车 轮 和 后 车 轮 左 、 右 侧 轮 胎 的 侧 偏 刚度 系数 的 和 ， 即 
Cat = Cor + Corr (10. 117) 
Cor = Co + Cok ( 10. 118) 


证 明 : 对 于 两 轮 车 辆 ， 可 以 用 外 侧 转向 角 和 内 侧 转向 角 的 平均 余 切 角 式 (7.4) 作为 车 
辆 的 转向 角 5， 即 





cotô =f Fee (10. 119) 
此 外 ， 再 对 前 、 后 车 轮 分 别 定 义 一 个 侧 偏 刚度 系数 Cy 和 Cars ILIN (10.117) 和 式 
(10. 118) 。 


应 用 式 (10.79) ~ 式 (10.81) ， 并 忽略 回 正 力矩 M., MEHERREM EKIN: 


F, =F, cosd + F, -PF,sind (10. 120) 
F, = Fcos6 + E. + F „sinô (10. 121) 
M, =a, F, cosô + a, F, sind - a, F, (10. 122) 


如 果 假 设 6 非常 小 ， 上述 力 的 方程 组 可 以 用 如 下 方程 组 近似 计算 : 
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1d Oi a (10. 
Fak parE: (10. 
M,~a,F, -a)F, (10. 


假设 刚性 车 辆 上 和 车轮 i 在 车 身 坐 标 系 中 位 于 (x;，y;) ， 和 车 轮 i 的 速度 为 


By =F y +8 ax? r, (10. 



































BOP Pr fe HE i AUER Po 是 质心 C 处 的 速度 矢量 ;2 oe SE ZEB ARE 





By = wh = 1k (10. 
展开 式 (10. 126) 可 得 如 下 车 号 坐 标 系 中 车 轮 i 质心 C 的 速度 矢量 。 
Vx, Vy 0 Xj Ve Yi 
vy, = vn, + OX y; = v txr (10. 
0 0 i 0 0 


车 轮 i 的 车 轮 侧 偏 角 B; 是 车 身 坐 标 系 * 轴 和 车轮 速度 矢量 " ;之 间 的 夹 角 。 










































































123) 
124) 
125) 


126) 


127) 


128) 


129) 


130) 


131) 


132) 


133) 


134) 


135) 


136) 


B; = arctan| ea = arctan ntar) (10. 
Vy, Vy YiT 
如 果 车 轮 i 的 转向 角 为 6;， 则 导致 生成 轮胎 侧 向 力 ,的 轮胎 侧 偏 角 ai 为 
a; =B; -6; = arctan (27 - ô; (10. 
两 轮 车 辆 模型 中 前 车 轮 和 后 车 轮 的 车 轮 侧 偏 角 B; 分 别 为 Bt 和 B,， 且 
Br = arctan| | i arctan| ntar) (10. 
B. = arctan| | = arctan( GB = (10. 
E 
B= arctan( “| (10. 
假设 车 轮 和 车 辆 的 侧 偏 角 Br, B FB 都 很 小 ， 则 前 轮 和 后 轮 轮 胎 侧 偏 角 ar 和 oe, 可 以 近 
似 计算 如 下 : 
ay =) -8= (0, +ayr) -d=B+ Sra (10. 
a, =B =+ (v, azr) =B -2r (10. 
侧 偏 角 很 小 时 ， 相 应 的 侧 向 力 为 
Fp = -Car (10. 
F, = -Cyu Q, (10. 


因此 ， 运 动 方程 组 的 第 二 个 和 第 三 个 方程 式 (10.113)、 式 (10.114) 可 以 写作 
F, = F; + F, = 一 ORT _ Cara, 








= 一 Cu 





p+ ur-8) -Cale -2 (10. 


137) 


138) 
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Zz 


= -a Cor 


M, =a, Fy, -ay = -a,C yay + aC ya, 








B+ -ô + 0C (8 ~ =r] (10. 139) 


上 述 方程 式 可 以 进一步 整理 得 到 如 下 力 系 方程 组 : 
Feel 202 Ge BFC (10. 140) 


E 
M, =| -二 Cu。 
Vy 


参数 CAM Cu 分 别 是 前 、 后 轮胎 的 侧 偏 刚度 系数 ，r 是 横 摆 角速度 ，8 是 前 轮转 向 角 ,B 是 


车 辆 的 侧 偏 角 。 





az 
| + (asCor -aiCu) B+aCu6 (10. 141) 





























这 些 关 于 三 个 参数 r-、B 和 8 的 方程 组 可 以 写作 


力 系 中 的 系数 为 




















ae ELT 
y = (CEB; j= A ape * 95 
= Cyr + CoB + C58 (10. 142) 
ses 5) Me, 4 Meg Ms 
Ge By Oka te ae Be as 
=D,r + DB + Ds (10. 143) 
aF, 
(eee SY g (10. 144) 
or Dy Vy 
aF, 
O= g Caia (10. 145) 
Toiy (10. 146) 
5 a6 St ok. t 
aM z 和 
ee mL ge ce (10. 147) 
or Vx v, 
aM, 
Da= = talon a Cas (10. 148) 
aM, 
Dy = = Cat (10. 149) 


系数 C,、 Cex Cs. D,、 Ds Fl Ds 
线 的 斜率 。 





是 侧 向 力 F, 和 横 摆 力矩 M, 作为 关于 r、B 和 8 的 函数 时 曲 








例 417 力 系 中 系数 的 物理 含义 
假设 在 稳定 状态 下 , r Br s CaM Cu 的 值 为 常数 ， 其 侧 向 力 已 和 横 摆 力矩 MM 可 以 
写成 三 个 正比 于 r、B 和 8 的 独立 力 相 加 的 形式 。 


F,=C,r+CgB + C56 (10. 150) 
M, = D,r + DB + Ds (10. 151) 


C, 表示 侧 向 力 FP, 与 横 摆 角速度 "之 间 的 比例 ，C, 值 随 正 向 速度 v, 的 增加 而 减 小 。 


Cs 表示 侧 向 力 F, 与 车 辆 侧 








IB 之 间 的 比例 ，Ce 始终 为 负数 ， 表 示 整 个 车 辆 的 侧 向 











刚度 ， 其 作用 类 似 于 轮胎 的 侧 偏 刚度 系数 C。。 
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Cs 表示 侧 向 力 F, 与 转向 角 8 之 间 的 比例 ，Cs 始终 为 正 数 ， 通 过 放大 转向 角 的 作用 产生 
更 大 的 侧 向 力 。 

D, 表示 横 摆 力矩 M, 与 横 摆 角速度 7 之 间 的 比例 ，D, 始终 为 负数 ， 因 为 其 与 M, 方向 的 
角速度 成 正比 ， 所 以 称 作 横 摆 阻尼 系数 。D, 值 随 正 向 速度 v, 的 增加 而 减 小 。 

Ds 表示 横 摆 力矩 M, 与 车 辆 侧 偏 角 B 之 间 的 比例 ，Dg 表示 车 辆 的 不 足 转向 /过 度 转向 特 
性 ， 所 以 代表 车 辆 的 方向 稳定 性 。 负 的 De 趋向 使 车 辆 与 速度 矢量 方向 一 致 。 

Ds 表示 横 摆 力矩 M, 与 转向 角 6 之 间 的 比例 ， 因 为 角 6 是 控制 车 辆 行驶 的 输入 指令 ， 所 
以 Ds 称 作 控 制 力矩 系数 。D 是 正 数 ， 随 ci 和 Cu 的 增 大 而 增 大 。 

例 418 两 轮 车 辆 模型 的 运动 学 转向 

对 于 图 10. 12 所 示 的 两 轮 车 辆 模型 ， 取 外 侧 和 内 侧 转 向 角 的 余 切 平均 角 ， 作 为 输入 转向 
ffi, Bll 





























cot6, + cotô; 
coté = a (10. 152) 






































未 不 
»4 Ej 
转向 中 心 Y T 
0 
Ri 
>| 
图 10. 12 无 侧 倾 运动 车 辆 的 两 轮 模型 
l l 
tan6; = ne ie tand, = Soc ae (10. 153) 
R, = 2 R; + 2 
该 两 轮 车 辆 模型 的 转向 半径 只 由 式 (7.3) 给 出 。 
R = /az +P cot ô (10. 154) 


该 值 从 转向 车 辆 的 质心 开始 测量 。 
例 419 四 轮 刚性 车 辆 
车 辆 平面 模型 中 各 个 车 轮 上 作用 的 力 为 
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F, cosd, — F, sind, Fa 
F, = F, sind, + F, cosô; F,= F, (10. 155) 
0 0 
F, cosô, — F, sinô, Fz 
F, = F, sind, + F, cosô, Fi= F, (10. 156) 
0 0 
车 轮 的 位 置 矢量 为 
a) = 
r,= bi r= bi (10. 157) 
0 0 
Ci 一 2 
ty = =b r,= -b, (10. 158) 
0 0 
所 以 ， 在 平面 车 辆 模型 上 的 力 系 为 
F = F, 
F, cosô; + F, cosô, — F, sind, - F, sind, + F,, + Fy, 
= F, cosô; + F ,„cosô, + Fy sind, + F „sinô, + Be. + Fj; (10. 159) 
0 
0 
M= Yr,xF,= 0 (10. 160) 
M, 
M, = QI cos6 + a, F, cosô, -a F, - aF, 
+ bi F, sind, ~ b, F, sinô, + b, F, cosô, — b, F, cosd, 
+a F, sind, +a; F, sinô, +b) PF, -bi Fy, (10. 161) 
假设 四 轮 车 辆 的 平面 动力 学 模型 方程 可 以 近似 为 
Hg Bi SP ged dg (10. 162) 
下 (10. 163 ) 
M,~a,F, +a F, -a F, -a F, (10. 164) 
上 述 方程 中 ， 假 设 转向 角 很 小 ， 忽 略 由 纵向 力 PF 的 不 平衡 导致 的 横 摆 力矩 。 已 知 
UV, =U, Yir Vy, =V, 十 Xi (10. 165 ) 
并 且 相 关 轮胎 角 为 
Bi = aretan(™] = arctan| 2 aid (10. 166 ) 
De, v, 一 Yi 
ai =B; -6; = arctan A - ô; (10. 167) 
Vy = yir 
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v, +ar 
B1 = arctan = arctan (10. 168) 
v, —byr 
v, tayr 
2 = arctan 2 = arctan | 一 (10. 169) 
v, + bor 
Bs saul | = arctan Y =r] (10. 170) 
v, + bor 
= aretan >] = arctan( > =r] (10. 171) 
Di, v, -bir 
取 车 辆 侧 偏 角 B=arctan(wv/v,)， RiB B, AB 都 很 小 ， 轮 胎 侧 偏 角 应 为 : 
v, +ar Ti 
ay PER age Clee b, -6 (10. 172) 
l ——r 
Uy 
v, +ar ae 
Q2 R T i 一 0 (10. 173) 
1 + 一 7 
Vy 
p-—r 
ape E A (10. 174) 
hep vy, t bor by i 
—r 
Uy 
p-—r 
= 10. 175) 
ee ee bi (10. 
= 一 
Uy 
侧 向 力 模型 为 
F, = = Coa (10. 176) 
假设 左 、 右 侧 车 轮 有 具有 相同 的 侧 偏 刚度 系数 
Cy, = Cu, Ca, = Co (10. 177) 
求 出 第 二 和 第 三 运动 方程 
F, =F p +F, +E, +E = Can S CaA ot arab aa 
ay ay 
Pe peT r P ProT : 
> a bi = OF Ql b ~O2 
] =- 一 ] + 一 7 
Vy Uy 
az az 
0 a 10. 178 
T “ay by ~ May bi ( . ) 
1 + 一 7 1-—r 
Vy vy 
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= - aC, a — aC, dy +a Co 3 + aC a, 4 



























































peor per 
= -Ca — -ô aC, — -ô, 
1-4, 1422, 
p-2r p-> 
uch ane Poba (10. 179) 
1+ 7 kana 
这 些 方程 是 非 线 性 方程 ， 所 以 不 能 整理 成 自行 车 模型 。 
例 420 四 轮 刚 性 车 辆 的 线性 化 方程 
对 两 个 变量 的 函数 (6,，r) 应 用 泰 E E 
af 2, 1&fp ed aT ee eee 
df= * 2 5p" 9 aL prs 2 mee 2 ar’ et) 
因为 
Bee ge 
Vy pk a Vy Es a 
A ZPE b, eure r (10. 181) 
bes Lae 
Br p- 
VY at 2, Vy a 92 
> =B 7 B (10. 182) 
lT b= 
所 以 , 式 (10.178) 和 式 (10.179) 变 为 
F, = p+ ira} -Ca Bt ,| 
dalp ar) S60 [Be + (10. 183) 
M, = -a,C, B+ er ai Co p+ ur | 
tacu |B- 2 +a,C,, (6 Bi (10. 184) 
整理 为 力 系 形式 后 得 到 
F, =2 ae 一 C -xc +Cu)B 
+C€,, (8, +82) (10. 185) 
2 2 
M,= -2|“"c, +e, |r+2(a.C,, -a1C,,)8 
+a,C, (6, +65) (10. 186) 


上 述 方程 与 式 (10.115) 和 式 (10. 116) 的 形式 类 似 。 
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该 分 析 表 明 ， 采 用 和 车辆 的 自行 车 模型 ， 等 同 于 接受 将 ww 作为 + 和 8B 的 函数 ， 再 对 方程 
进行 线性 化 这 一 处 理 方式 。 
10.4 两 轮 刚 性 车 辆 动力 学 


将 平面 运动 方程 式 (10.22) ~ 式 (10.24) 和 式 (10.112) ~ 式 (10.114) 整合 起 来 ， 可 
以 用 下 面 的 一 组 方程 表示 无 侧 倾 的 两 轮 刚 性 车 辆 的 运动 : 




















ee eee, +F, ) +w, (10. 187) 
m - m f ‘ 
Cg C, Cs 
| | nw, m x v, m 
= | + ô 
‘Lo De p bed” n 
Iv L I, 
Cor + CG Ql Cur + az Car 
om, mv, ? [>] 
7 ay Cor =a Car ay Cut + aC ur r 
7 Lv, 7 Lv, 
Cor 
m 
P 5 (10. 188) 
a, Caf 
L 





在 车 辆 以 均匀 正 向 速度 行驶 时 ， 这 些 方程 是 线性 的 。 ee v, =0, SR (10.188) 与 式 
(10. 187) 相互 独立 。 车 辆 的 侧 向 速度 w 和 横 摆 角速度 "将 依据 耦合 方程 式 (10. 188 ) 
变化 。 

假设 转向 角 是 输入 量 ， 和 车 辆 的 侧 向 速度 w 和 横 摆 角 速度 7 为 输出 量 ， 则 可 以 将 式 
(10. 188) 看 作 一 个 线性 控制 系统 ， 并 写作 





























q =[A]q +u (10. 189) 
AH, [A] 是 系数 和 矩阵，4 是 控制 变量 向 量 ，zx 是 输入 向 量 。 
Cor t+ Cor -a Caf tanCy, 
5 mv, mv, oe 
Al- 10. 190 
[A] a, Caf — ay Cy, aC +a5C ( ) 
Lv, Lv 
v, 
a=["| (10. 191) 
x 
Cor 
m 
u = ô (10. 192) 
a Caf 
I 


zZ 


证 明 : 将 局 部 坐标 系 8B 设 置 在 车 辆 的 质心 ， 该 局 部 坐标 系 中 刚性 车 辆 的 牛顿 - 欧 拉 运 
动 方程 由 式 (10. 22) ~ 式 (10.24) 给 出 ， 即 
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F, =m ù, —mrv, (10. 193) 
F,=m ù, +mr, (10. 194) 
M, =r], (10. 195) 
作用 在 两 轮 刚 性 车 辆 上 的 近似 力 系 在 式 〈10. 112) ~ (10.114) 中 给 出 ， 即 
F,=F +F, (10. 196) 
F, =F +F, (10. 197) 
M,~a,F, -oP (10. 198) 
其 轮胎 参数 形式 方程 为 式 (10.115) 和 式 (10.116), ， 即 
T; 
F, ER, (10. 199) 
F, = | -了 Cu +2¢,,)r 一 (Caf +C) B + C6 
= C,r + CoB + C56 (10. 200 ) 
a? aż 
M, = | -一 -Cu A = (aC gp = 42C ar) B + 41 C45 
Vy Dy 
=D,r + DeB + Ds6 (10. 201) 
将 式 〈10. 199) ~ 式 (10.201) 代入 到 式 (10. 193) ~ 式 (10.195) 生成 如 下 运动 方程 : 
m, —mrv, = F, (10. 202 ) 
mo, +mrv, =C,r + CoB + C56 (10. 203 ) 
rI, =D,r+D,B + D36 (10. 204 ) 
解 方程 组 求 出 六 0, Ar 
b, =— +m, (10. 205) 
m 
i, -二 (Cr + Co + C55) -mu 
= ! | Sige): 
m v, v, 
-E (Cu+Cu) B + C8 a (10. 206) 
1 
De (D,r + DB + D8) 
2 
=F E a -co 
-+ (aC yp — aC, ) B+ Ta cet (10. 207) 
车 辆 侧 偏 角 B 可 以 用 车 辆 速度 分 量 代 替 ， 即 
B a (10. 208) 
TORERE 9, 0, Mr SABRIER. 
ù, =—> +r (10. 209 ) 


x m y 
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1 
Thee -a Co +a,C,,)r 


Ne Be hy (10. 210) 
mv, m 


1 
Lv 


zZ X 





-la Cat- gC ge), +H Ca (10. 211) 

上 述 方程 是 耦合 方程 ， 第 一 个 方程 式 〈10. 209) 和 横 摆 角速度 "与 侧 向 速度 w 有 关 ， 
这 两 个 变量 又 是 第 二 个 方程 式 (10. 210) 和 第 三 个 方程 式 (10.211) 的 输出 量 。 同 样 ， 方 
程式 (10.210) 和 式 (10.211) 与 w AR, M v, 又 是 第 一 个 方程 的 输出 量 。 但 是 ， 如 果 假 
设 车 辆 以 均匀 正 向 速度 行驶 ， 即 












































v, = 常数 (10. 212) 
则 式 (10.209) 变 为 代数 方程 ， 式 (10.210) 和 式 (10.211) 与 式 (10.209) 无 关 。 所 以 
可 以 认为 第 二 个 和 第 三 个 方程 与 第 一 个 方程 无 关 。 














还 可 以 将 式 (10.210) FIIR (10.211) 看 作 两 个 描述 动态 系统 行为 的 耦合 微分 方程 
该 动态 系统 将 转向 角 6 作为 输入 量 ，w 作为 系统 的 一 个 参数 ， 生 成 两 个 输出 量 w 和 ro 
Cur + Cu = a, Cys + ay Car 
H H mo, mv, i [e] 
pio Co -a Co atCur+aCo Lr 
中 Lv, 7 Lv, 
Cur 
m 10. 21 
ives (10. 213) 
L 
将 式 (10.213) 整理 成 如 下 形式 ， 以 表示 系统 输入 - 输出 关系 : 
q =[A]q+u (10. 214) 


向 量 4 称 作 控制 变量 向 量 ，x 称 作 输入 向 量 ， 和 矩阵 [A] 称 作 控制 变量 系数 矩阵 。 
引入 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) PRIRA C, Coes Cos D, Dg ADs, XY FHF 
转向 车 辆 ， 可 以 将 式 (10.213) 写作 


| í | ~ Dy D, $ 
Lwy I 
例 421 基于 运动 学 角度 的 运动 学 方程 
应 用 式 (10. 208)， 可 以 基于 角度 B、r 和 6 表示 运动 方程 式 (10. 188)。 





> 
JG 





z 





6 (10. 215) 





mS = ED 
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v 为 均匀 速度 时 ， 对 式 (10.208) 取 时 间 导 数 。 
p= (10. 216) 


将 其 代入 到 式 (10. 206) ， 可 以 将 其 转变 为 关于 B 的 方程 ; 


ay a 


vB = 一 -—C y+ Cal 


a ar 
Vy 





x 


-元 (Cu + Co)B+ 二 Cui8 Sa (10. 217) 
因此 ， 车 辆 的 运动 方程 组 可 以 表示 为 基于 和 车辆 角度 B、r 和 6 的 方程 组 。 


Cor + Car Be ay Cor + aC ar 1 
Pee, a | 
门 aC- “asta Co Lr 

I Lv 


zZ Z X 


Cot 


a 





ar 





mv, 


5 10. 218 
z a, Cor 
L 
引入 力 系 系数 C, Ca, Cp, D,, Da 和 D;， 对 于 前 轮转 向 车 辆 ,可 以 将 方程 组 式 
(10.218) 写作 








Ce C, -1 Cs 
mv, mv, mv, 

人 Pl. s ties 
Tr De D, r D; 
I I L 


例 422 四 轮转 向 车 辆 
设 有 一 辆 前 后 车 轮 都 能 转向 的 车 辆 ， 现 分 别 用 56+ 和 2 表示 车 辆 前 轮 和 后 轮 的 转向 角 ， 
为 了 求 出 平面 自行 车 模型 运动 方程 ， 首 先 根据 式 (10. 108) 确定 a、B 和 6 的 关系 。 




















a=B-6 (10. 220) 
在 前 轮 和 后 轮 上 应 用 该 式 得 到 
ay =f; -8= (0, +r) -ô =B + ~6, (10. 221) 
1 Gyr 
a, =P, -0= (vy ~ ar) -8, =B- 7-4, (10. 222) 
侧 偏 角 很 小 时 ， 相 应 的 侧 向 力 为 
Fy = -Cuar Fy = — Cyr (10. 223) 
将 上 述 方程 代入 到 第 二 和 第 三 运动 方程 式 (10.113) 和 式 (10. 114) 得 到 : 
F, = Pye + Py, z | “ok eu 
-= (Cat + Cg, )B + Cyd + Cu6， (10. 224) 


a, 4% 
M, =a,F y-a)F,, =| -—Cy-—C,, |r 
Vy Vy 
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— (a, Caf Z an Cy.) B +a, C6; -aC arr (10. 225 ) 
FEIN (10. 22) ~ 式 (10.24) 中 给 出 的 牛顿 - 欧 拉 运动 方程 为 
F,= mò, —mn, (10. 226) 
Fy = mv, +mrv, (10. 227) 
M, =t], (10. 228 ) 
因此 ， 四 轮转 向 车 辆 的 运动 方程 为 
mv, —mrv, =F, (10. 229) 
F Ql az 
mv, +mrv, =| —-—C,,+—C,, |r 
Uy Uy 
— (Caf + CyB + C yb; + C,,6, (10. 230) 
2 2 
iI, -| ee el 
x vy 
— (a, C yp — a2 Cy, ) B + a, C6; -a Cd, (10. 231) 
解 方程 组 求 出 "。、2y 和 了 上 ， 得 到 三 个 一 次 耦合 运动 方程 。 
F 
ù, =— +m, (10.232) 


x m y 


; 1 
vy = | R, 
Vy 


Y m 





Uy 
1 1 1 

2 (Cu +C) B+C ubt + Cb ro, (10. 233) 
m m m 

1 a a 

I | ! Cor = Z Ci 


Uy Zx 


-F(a1Cu < + Fay CaS -ToC pð, (10. 234) 
5 BUM a FA AY = Pe tv, v, 和 8B 的 关系 
B= 一 (10. 235) 


应 用 上 述 关系 ， 用 v/v 代替 B， 将 前 述 方程 组 转变 成 如 下 由 三 个 互相 耦合 的 一 阶 常 微分 方 
程 构成 的 方程 组 : 








r= r 























SE 
v,=— +m, (10.236) 
m 


; 1 
v, =—(-a,C,,+a,C,.)r 
y T 1“af 2 ar) 


= Alf Cop + Og, ) Vy + Las, $ Log — Tv, (10. 237) 
mv, m m 





: 1 
r “Tas -aliC a3 Cu) 

E sac EE ELA 
“7, (ol af — 42 ar) Vy + F4 af 77% arÔr 


(10. 238) 
第 二 个 方程 和 第 三 个 方程 可 以 合成 为 关于 [vw，r]” WEER: 
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Cop + Cor -a Cof + arly, 
图 mv mv H [°] 
r j ay Cor = aC yr ay Cat +a% Cu r 
E Iv, 7 Lv, 
Aa A 6 
m m f 
+ (10. 239 ) 
lee. che le 
T Caf a T Car ô, 
或 者 关于 [B rl" WEER: 
Cat + Cor -a Cuf + QCor 
hee, a 
rd a Caf — ay Cy, ail +a3C,, r 
L : Lv, 
! Cor : ar 
mv, mv Or 
+ | | (10. 240) 
1 1 Ô, 
T% Cat -2Co p 
为 了 便于 运动 方程 的 计算 机 计算 ,最 好 写成 下 面 的 形式 : 
Cp C, P Cs Cs. 
"|= mv, m * i : m m 网 (10.241) 
pl Da D, Lrl* Da Da ba, | 
Lv, L L L 
或 
Cp C, =f Ca Ca 
mv, mov, mv, mv, fô 
KE [f] | | (10. 242) 
Rn e PE ae (EO 
L L, L L 
式 中 
oF, 
C2 -C+ (10. 243) 
or Vy Vx 
oF, 
Cp = ag Cat Ca) (10. 244) 
oF, 
sr = 9g, = Cat (10. 245 ) 
oF, 
=— = 10. 24 
Cs, = Gg = Cu (10. 246) 
ðM, a? as 
D, 入 (10. 247 ) 
or Vy v, 
ðM 
D = == — (a, Cat — aC, ) (10. 248 ) 





8 aB 
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aM, 
Ds, = 55° iC (10. 249) 
aM, 
Ds, = 55° = ~ 02Cor (10. 250) 
为 了 表示 系统 输入 - 输出 关系 ， 将 式 (10. 239) 整理 成 如 下 形式 : 
q =[A]q+[B]u (10. 251) 
向 量 4 称 作 控制 变量 向 量 ， 且 
"=[ "| (10. 252) 
u 称 作 输入 向 量 ， 且 
u = `] (10. 253) 
; 





r 


和 矩阵 [4] 是 控制 变量 系数 矩阵 ，[ B] 是 输入 系数 矩阵 。 

为 了 复核 该 结果 ， 可 以 将 6, =0 和 8 =86 代 和信 式 (10.239) ， 该 方程 随即 简化 为 前 轮转 向 
车 辆 的 运动 方程 式 (10. 213 ) 。 

例 423 后 轮转 向 车 辆 

叉车 和 施工 车 辆 常常 采用 后 轮转 向 形式 ， 后 轮转 向 车 辆 的 运动 方程 与 前 轮转 向 车 辆 运动 
方程 相似 ， 现 将 6; =0 代入 式 (10. 239) 求 出 其 运动 方程 。 















































_ Car + Cor -a Caf + Qs Car Ly 
网 mv, mv, = "| 
rE QCC alCataCo Lr 
Tv, Lv, 
Te. 
m 
+ ô, (10. 254) 
1 
E 1”? Cor 





上 述 方程 适用 于 角度 很 小 的 情况 ， 但 是， 大 多 数 后 轮转 向 的 施工 车 辆 转向 角 都 很 大 ， 所 
以 ， 上 述 方程 不 能 很 好 地 预测 施工 车 辆 的 性 能 。 

例 424 太 ”改进 的 两 轮 车 辆 模型 

由 于 转向 角 的 存在 ， 车 辆 前 轮 和 后 轮 轮 胎 接 地 印迹 内 将 出 现 一 个 反作用 力矩 ， 构 成 作用 
在 车 轮 上 的 外 力矩 Mt 和 以 ,。 因 此 ， 作 用 在 车 辆 前 轮 和 后 轮 上 的 总 转向 反作用 力矩 是 

















M,~2D,M, M,~2D;M, (10. 255) 
式 中 
dM, dM, 
Dias Peo (10. 256) 
图 10. 13 所 示 一 辆 有 反作用 力矩 Mt AM, 的 两 轮 车 辆 模型 ， 车 辆 上 作用 的 力 系 为 
一 下 二 (10. 257) 
F =F, +F, (10. 258) 


M,~a,F, -a,F, +M; +M, (10. 259) 
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, 0 
转向 中 心 





y4 























Z| 10.13 ”包括 转向 反作用 力矩 的 两 轮 车 辆 模型 及 其 力 系 














例 425 太 ”赛车 倒车 时 180° 快 速 掉 头 
特技 表演 中 驾驶 人 能 够 在 车 辆 倒车 时 完成 180° 快 速 掉头 ， 下 面 是 其 完成 该 特技 的 做 法 。 














驾驶 人 驾驶 车 辆 挂 倒 档 倒车 行驶 。 为 了 在 不 停车 的 情况 下 实现 180" 快 速 掉头 ， 驾 驶 人 可 以 
按 下 面 步骤 操作 : 


1) 踩 加 速 踏板 以 获得 足够 的 速度 。 

2) 松 开 加 速 踏板 ， 挂 空 档 。 

3) 快速 将 转向 盘 转 过 90°. 

4) 挂 上 驱动 档 。 

5) 踩 加 速 踏板 ， 在 车 辆 完成 180" 掉 头 时 回 正 转向 盘 到 0"。 

在 步 又 2 之 前 的 倒车 速度 应 大 约 为 20m/s~70km/h， 步 又 2 ~ 步骤 4 应 快速 操作 并 尽量 


同时 完成 ， 图 10. 14a 所 示 为 车 辆 倒车 时 180° 快 速 掉头 的 运动 过 程 。 


由 于 安全 风险 大 ， 本 书 读者 不 要 模仿 本 例 中 的 做 法 。 
例 426 太 ”赛车 前 进 时 180° 快 速 掉 头 
特技 表演 中 驾驶 人 能 在 车 辆 前 进 时 完成 180" 快 速 掉头 ， 下 面 是 其 完成 该 特技 的 做 法 。 


驾驶 人 鸭 驶 车 辆 挂 驱动 档 或 某 一 前 进 档 ， 向 前 行驶 。 为 了 在 不 停车 的 情况 下 实现 180° 快 速 
掉头 ， 驾 驶 人 可 以 按 下 面 步骤 操作 : 


1) 踩 加 速 踏板 以 获得 足够 的 速度 。 

2) 松 开 加 速 踏板 ， 挂 空 档 。 

3) 快速 将 转向 盘 转 过 90" ， 同 时 拉 紧 驻 车 制动器 。 

4) 汽车 尾部 回转 时 ， 回 正 转 向 盘 到 0°*， 挂 上 驱动 档 。 
5) 在 车 辆 完成 180? 掉 头 时 踩 加 速 踏板 。 

图 10. 14b 所 示 为 车 辆 前 进 时 180° 快 速 掉 头 的 运动 过 程 。 


78 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 〈 下 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 
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we 





a) b) 
图 10.14 倒车 时 180? 快 速 掉头 和 前 进 时 180° PRR HRS 


在 步 又 2 之 前 的 前 进 速度 应 大 约 为 20m/s=70kmAh， 步 骤 2~ 步 又 4 中 应 快速 操作 并 尽 
量 同时 完成 。 前 进 时 180 "快速 掉头 比 倒车 时 180" 快 速 掉头 要 困难 ， 也 是 由 于 驻 车 制 动 融 连 
接着 后 车 轮 ， 才 可 以 实现 。 汽 车 尾部 比 前 部 轻 时 ， 其 尾部 较 易 滑动 ， 也 就 更 容易 实现 。 道 路 
条 件 、 摩 擦 力 不 均 匀 、 光 滑 表面 可 能 会 导致 车 辆 突然 转向 、 横 摆 并 失去 控制 。 

由 于 安全 风险 大 ， 本 书 读者 不 要 模仿 本 例 中 的 做 法 。 


10.5 稳 态 转向 
前 轮转 向 两 轮 刚性 车 辆 的 稳 态 转向 工 况 受 如 下 方程 控制 : 








F, = —mrv, (10. 260 ) 
C,r + CoB + C36 =mrv, (10. 261 ) 
D,r + DeB + Ds6 =0 (10. 262 ) 
或 等 效 的 
F,= Sty (10. 263 ) 
1 
CoB + (Cv, -mor ) p = - C56 (10. 264 ) 
1 
DL +D osp = -D;6 (10. 265 ) 
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第 一 个 方程 确定 了 使 汽车 在 圆 形 轨迹 上 保持 速度 w 向 前 行驶 需要 的 力 ， 





一 人 


5. 


和 第 三 个 


方程 表示 在 稳定 的 前 进 速度 v, 和 稳 态 转向 输入 6 下 ， 输 出 变量 的 稳 态 工 况 值 、 车 辆 侧 偏 角 B 


和 轨迹 曲率 。 


车 辆 的 稳 态 输出 -输入 关系 由 下 面 响应 定义 : 
1) 曲率 响应 ，S。 





s k_l. CsDg - CeDs 
x 6 Re v, (DCe -C.D +nw, Dg) 
2) 侧 偏 角 响应 ，S。 




















B _ D(C, — mv, ) -D,Cs5 














p= ~ DCs - C,Dg + mw, Dg 
3) BULA ERE My, S, 
gate Ky agp = CDe -CDs 
" ô 6 * “* D,C,-C,Dg +mv,Dz 
4) 向 心 加 速度 响应 ，5。 
v2/R K (CsDg - CeDs)ov, 











“ 8 56 nx D, Cg - C,Dy +mw,Dg 
5) 侧 向 速度 响应 ，5， 

s D;(C, -m,) - D, Cs 
DCe -CDe + nw, Dg ~ 





B e a 
5 ae 





证 明 : 在 稳 态 工 况 下 ， 所 有 的 变量 都 为 常数 ， 各 自 的 导数 均 为 0。 因 此 ， 


(10. 202) ~ 式 (10.204) 简化 为 


| -= mr, 
F, = mrv, 
M,=0 


APM F, PERJE M, 可 以 从 式 〈10. 142) 和 式 (10. 143) 得 到 
F,=C,r+CeB + Cô 
M, =D,r + DgB + Ds6 
所 以 ， 描 述 两 轮 刚 性 车 辆 稳 态 转向 的 方程 为 
Fi= —mrv, 
Cr+ CoB + C36 =mrv, 
D,r + DeB + Ds6 =0 





(10. 266 ) 


(10. 267) 


(10. 268 ) 


(10. 269 ) 


(10. 


(10. 


270) 


271) 


运动 方程 式 


(10. 
(10. 
(10. 


(10. 
(10. 


(10. 
(10. 
(10. 


272) 
273) 
274) 


275) 
276) 


277) 
278) 
279) 


在 稳 态 转向 时 ， 和 车辆 质心 在 半径 为 及 的 圆 踊 上 和 运动。 其 行驶 速度 为 ， 横 摆 角 速度 为 


r， 所 以 w 和 + 有 如 下 近似 关系 : 


v, =Rr 





(10. 


280) 


West (10.280) 代入 式 (10.277) ~ 3È (10.279), ATLAS pest (10.263) ~ zù (10.265) 的 
形式 。 式 (10.263) 可 以 用 于 计算 为 维持 运动 稳定 所 需要 的 牵引 力 ， 式 (10.264), sk 
(10. 265) 可 以 用 于 确定 车 辆 的 稳 态 响应 。 采 用 曲率 定义 式 (10.266) 并 将 其 写成 矩阵 形式 
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k Cw, - m? B -| | 
De Dw, K - D; 
解 方程 求 出 8 和 x« 后 得 到 
B Ce PJ "A 
= ô 
K De Dv, - D; 


D;(C, — mv, ) —D,Cs 
D,C, -C.De +mvDg 
CsDg — C.D; 
v,(D,Cg -CDg +nw,Dg) 








(10. 281) 


(10. 282) 


根据 式 (10.282) 的 解 ， 利 用 式 〈10.280)， 可 以 定义 不 同 的 输出 - 输入 关系 与 式 


(10. 267) ~ 式 (10. 270) 类 似 。 
应 用 





xk (10.278) 和 式 (10.279) 变 为 








整理 为 矩阵 形式 
C 
-8 Civ, 一 mv. 
v, v, _ | - C; J 
D x 
VB Div, K Ds 
vy 

获得 


D;(C, -mv,,) - D.C; 
D,C, - C,Dg + mv,Dg * 
CD, - CeDs 
v.(D,Cg 一 CrDp +mv,D,) 
则 式 〈10.271) 中 侧 向 速度 响应 S, 应 为 该 结论 的 一 部 分 。 
例 427 汽车 力 系 的 系数 
设 有 一 辆 前 轮转 向 四 轮 汽车 ， 其 参数 如 下 : 
Car, = Cog, =SOON/(°) ~28648N/rad 
Cor, = Cory =4O0N/(°) ~26356N/rad 
mg =9000N m=917kg 
1, =1128kgm? 
a, =9lem a, =164cm 


其 等 效 自行 车 模型 的 侧 偏 刚度 系数 是 





vy] 








K 











(10. 283 ) 


(10. 284) 


(10. 285 ) 


(10. 286) 


(10. 287) 


(10. 288 ) 
(10. 289 ) 


(10. 290) 
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Cop = Cot, + Cop, =57296N/rad (10. 291) 
Cu = Con, + Cu =52712N/ rad (10. 292) 
单位 为 
Cy = -Cut 4 20g, = Ne/rad (10. 293) 
Cy = - (Cp + Cg.) = — 110008N/rad (10. 294) 
C, =C =57296N/rad (10. 295) 
2 2 
pee mae = ao 22 E Nms/rad (10. 296) 
Dg = ~ (a, Cut Z aC.) =34308Nm/rad (10. 297) 
Ds =a, C „į =52139Nm/rad (10. 298) 
力 系 系数 中 ， 只 有 系数 C, AD, 是 速度 v 的 函数 ， 例 如 ， 速 度 为 
v, =10m/s =36km/h (10. 299) 
C, FI D, 分 别 为 
C, =3430. 8Ns/rad D, = - 18922Nms/rad (10. 300) 
速度 为 
v, =30m/s = 108km/h (10. 301) 
C, Al D, 分 别 为 
C, = 1143. 6Ns/rad D, = - 6307. 3Nms/rad (10. 302) 
例 428 不足 转向 车 辆 的 稳 态 响应 
稳 态 响应 是 车 辆 行驶 速度 的 函数 ， 为 了 显示 车 辆 速度 变化 时 这 些 稳 态 参 数 的 变化 ， 下 面 
计算 具有 如 下 参数 车 辆 的 Se Sp S. Su AIS, 
Cu =Cu ~3000N/rad Cur, = Cu ~3000N/rad (10. 303) 
m=1000kg I, = 1650kgm? (10. 304) 
a, =1.0m a,=1.5m (10. 305 ) 
Ks ae =1.33 x10~2 (10. 306 ) 
30 45 -2 300, 
«975 + B7 75 40 ree -75 ga 
a 300; 45 -w7 
S, =S = (10. 307) 





BALK 称 作 稳定 性 因数 ， 用 于 确定 车 辆 的 不 足 转向 或 过 度 转 向 特性 。 正 的 K 值 表示 和 车辆 为 
不 足 转向 ， 一 般 认 为 ， 车 辆 应 该 具有 一 定 的 不 足 转向 。 图 10. 15 ~ 图 10. 19 所 示 为 车 辆 行驶 





速度 变化 时 各 参数 稳 态 的 变化 情况 。 
车 速 非常 低 时 ，w =0， 各 稳 态 响应 分 别 为 
S =0.4 S,=0.6 $,=0 S$, =0 
提高 车 辆 速度 ，S, 减 小 并 接近 于 0， 意 味 着 在 8 一 定 的 情况 下 ， 转 向 半径 会 增加 。 





(10. 


308 ) 


Sg 的 值 也 会 在 车 速 v 提高 时 减 小 ， 并 逐渐 达到 一 个 稳定 的 负 值 ， 即 Se 一 -2。 因 此 ， 
B >0 时 ， 转 向 中 心 起 初 位 于 后 轴 中 心 线 上 的 一 点 ， 逐 渐 疝 远离 车 辆 和 和 车辆 前 方位 置 移动 ， 
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图 10. 15 ”作为 车 辆 行驶 速度 w 函数 的 曲率 响应 5S、 
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图 10. 16 《作为 车 辆 行驶 速度 v, 函数 的 侧 偏 响应 Sg 
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3| 10. 17 ”作为 车 辆 行驶 速度 w PRICY BRIS fA AE BEM DWE S, 























此 时 B <0, 
S, 的 曲线 比较 特别 ， 其 值 始 于 0， 先 是 随 着 速度 w 的 提高 而 增加 ， 并 在 ww = V75 时 达 
到 最 大 值 ， 然 后 开始 逐渐 减 小 并 接近 于 0。 
S, 表示 车 辆 在 稳定 速度 下 做 圆周 转向 时 的 向 心 加 速度 ， 在 ww =O, S, 为 0， 随 着 速度 
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图 10. 18 ”作为 车 辆 行驶 速度 w 函数 的 侧 向 加 速度 响应 5。 



























































v,(m/s) 





图 10. 19 ”作为 车 辆 行驶 速度 w 函数 的 侧 向 速度 响应 S, 
v, Wiem, WEK, HE vo 时 逐渐 接近 30， 即 S,—30, 

侧 向 速度 响应 S, 表示 y 方向 的 车 辆 质心 速度 ， 该 值 初 始 时 为 0， 随 着 速度 w 的 提高 ， 
增 大 到 最 大 值 后 单调 减 小 为 负 值 。 

例 429 达到 稳 态 之 前 的 Se 

对 于 给 定 车 辆 ， 其 几何 参数 ou ay, m, Cy FIC, CE. FSA 8 和 行驶 速度 为 常 
数 时 ， 需 要 经 过 一 段 时 间 才 能 使 车 辆 的 S, 达到 稳 态 值 。 现 假设 6 TREE AE, Rv, 改变 为 
男 一 个 常数 ， 则 车 辆 的 S, 值 从 曲线 上 的 前 一 点 变化 到 一 个 新 的 取 值 点 。 但是， 这 种 从 一 个 
点 到 男 外 一 个 点 的 变化 不 是 沿 5 曲线 完成 的 ， 这 是 因为 该 曲线 仅 在 稳 态 工 况 下 适用 ， 而 在 
两 个 稳 态 工 况 点 之 间 变 化 的 过 程 工 况 是 瞬 态 工 况 。 

在 一 组 参数 和 变量 确定 后 ， 如 何 从 Se 曲线 上 方 或 下 方 接近 S. 曲线 上 的 点 取决 于 车 辆 的 
初始 工 况 。 

例 430 ”曲率 响应 特性 S。 

将 力 系 系数 式 〈10. 144) ~ 式 (10. 149) 代入 到 曲率 响应 5 的 定义 公式 
k 1 CsDg CeDs 


Sx = 5 “RS v,[D, Cg -De(CC —mv,) ] 





























(10. 309 ) 
得 到 
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Ss lC tC ar (10.310) 
“ m (Caa = Cray) +P CaCa l 
对 于 一 给 定 的 参数 ai, ay 、 my, Cr 和 C 曲率 响应 开 台 于 
1 1 
ia eee =e (10. 311) 
并 终止 于 
lim S, =0 (10. 312) 
WMR Ca = Cy =Cy, Hay =a) =1/2, WS, 简化 为 常量 ,与 速度 vw 无 关 。 
5 = 二 (10. 313) 
所 以 ， 转 向 半径 也 应 该 为 常量 ， 且 与 速度 无 关 。 
l 
= 一 10. 314 
l (10.314) 
如 果 Cat = Coy =C,, 且 a, Fa, 则 Sk 简化 为 
S Ma (10.315) 
«PC, +m? (a-a) ` 
转向 半径 与 速度 相关 ， 即 
PC 2 _ 
pees 0 (10. 316) 





IC 6 
给 定 某 速度 ， 随 着 质心 位 置 的 变化 , R 应 在 两 个 极限 值 之 间 变 化 ， 在 a1 =0 M a =0 时 分 别 有 


IC,+mv Rg IC, -mv 
< < 


IC l IC 


Q Q 


在 实际 情况 中 ， 通 常 取 0.4! <a, <0. 61 #0. 61 >a, >0. 4l, K 10. 20 所 示 为 与 质心 位 置 
ARN R 的 极限 值 ， 其 中 车 辆 参数 为 








(10. 317) 





Cu =6000N/rad C, =6000N/rad (10. 318) 
m=1000kg Z, =1650kgm? (10. 319) 
a, =1.0m a,=1.5m (10. 320) 








临界 速度 











v,(in/s) 
图 10.20 车 辆 R6/1 的 稳 态 极限 ， 在 a, <a, 时 出 现 临界 速度 


a, <a, 时 ， 车 辆 前 部 重 于 后 部 ， 其 稳 态 半径 R 随 着 速度 w 的 增加 而 单调 增加 。oi > oz 时 ,车 
辆 后 部 重 于 前 部 ， 其 稳 态 半径 R 随 着 速度 v 从 某 一 正 值 开始 的 增加 而 单调 减 小 。 所 以 ， 对 于 
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后 部 较 重 , 6 为 正 数 的 车 辆 ， 在 低速 下 开始 向 左 转向 。 提 高 车 速 时 ， 稳 态 半 径 只 将 逐渐 减 小 ， 
理论 上 在 某 一 临界 速度 w 时 R 减 小 为 0。 在 此 速度 下 ， 和 车辆 将 不 稳定 ， 进 而 失去 控制 。 


Cy 
ve = eee a, >a, (10. 321) 


稳 态 响应 是 车 辆 行驶 速度 的 函数 ， 为 了 显示 车 辆 速度 变化 时 这 些 稳 态 参数 的 变化 ， 下 面 计算 
具有 以 上 所 述 参数 车 辆 的 5。、5s、S,、S, 和 5,。 
例 431 侧 偏 角 响应 特性 Se 
将 力 系 系数 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) 代入 到 侧 偏 角 响应 56 的 定义 公式 
s _B D;(C, -mv,) -D,C; 
























































B= 8 D.C, -C,Dg + mv,Dz (10. 322) 
得 到 
alC C.. —ma,v2C 
P m CT 可 oe (10. 323) 
对 于 一 组 给 定 的 参数 al 、a,、m、Cwt 和 C,,， 侧 偏 角 响应 开始 于 
imSp= ET (10. 324) 
v, =0 alj+a 1 
并 终止 于 
wee ee (10. 325) 
WMR Cy =Car =C,, Ha, =a, =1/2, Ml Sp 简化 为 
ss (10. 326) 
pv ICs Í 





如 果 Cor = Cu = Cy AL a F ay ’ 则 Sp 简化 为 
alc, - mav? 
Aa OO. pee) 
Se 与 B 成 正比 ,8B 是 车 身 坐 标 系 纵 坐 标 轴 * 轴 至 车 辆 速度 矢量 的 夹 角 。 在 速度 非常 低 时 ， 
8 >0， 车 辆 前 轮 在 比 后 轮 运动 圆周 大 的 圆周 上 做 转向 运动 。 通 过 提高 车 速 ， 车 辆 侧 偏 角 减 
小 ， 直 到 在 临界 速度 时 变 为 0。 临 界 速度 为 


IC 
v= J= (10. 328) 
may, 


v =v, 时 ， 和 车辆 运动 中 x 坐标 轴 在 质心 处 垂直 于 转向 半径 。w >v 时 ，B <0， 车 辆 后 轮转 向 
运动 圆周 大 于 其 前 轮转 向 运动 圆周 。 

例 432 模 摆 角速度 响应 特性 S, 

将 力 系 系数 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) 代入 到 横 摆 角速度 响应 S, 的 定义 公式 





















































CD -CD 
a2 Ne = = ô” p B ô 
oa ae a a D,C, - C,D; + mov,Ds 人 
得 到 
v CCa 
(10. 330) 


j ~ m( Cad = Cpa, 02 + PC yo 


ar 
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对 于 一 组 给 定 的 参数 a, ` dz \、 my Cu 和 Com 横 摆 角速度 响应 开始 于 
l ds, 
limS, =0 >0 (10. 331) 
v, =0 dx 
并 终止 于 
; dS, 
lim S, =0 <0 (10. 332) 
v, =% dx, 
所 以 在 某 一 临界 速度 时 至 少 应 该 存在 一 个 5, 的 最 大 值 ， 对 其 求 导 得 到 
ds, LCC —m( Cy, 4, — Cup 0? 
=l = = a 10. 333 
dx, CuCC C, +m( Ca2 -C v2}? ( ) 
进一步 确定 S, 取 最 大 值 时 ww 应 为 
PC tCar 
ve -ae a) (10. 334) 
所 以 ,在 w =v, 时 车 辆 的 最 大 横 摆 角速度 为 
= 6 Cals: 
r= 了 Cus Cm) (10. 335) 
如 果 Cy =Cy =Cy, Ha =a =1/2, W S, 简化 为 
ae (10. 336) 
如 果 Cor = Gx =C,, 且 a, Fay ’ 则 S, 简化 为 
l 
; PCa (10. 337) 


EZA +m(a, —a,)v 


例 433 向 心 加 速度 响应 特性 5。 
通过 观察 图 10. 21 可 以 发 现 





0 
转向 中 心 


y~ 























图 10.21 稳 态 工 况 下 行驶 车 辆 的 运动 学 
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V, = vrcosBr = vcosB = cosa, (10. 338 ) 
R, = ReosB (10. 339) 
因此 ， 车 辆 的 向 心 加 速度 为 AR， 或 /Ri ， 该 值 与 向 心 加 速度 响应 S, 不 成 正比 。 
ve v S,6 
R Reos? B cos2B 





(10. 340) 


但 是 ， 对 于 小 B fi, 
1 Oe 1 v’ cosb _ 1? 
ER 6 R ô R 


将 力 系 系数 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) 代入 到 向 心 加 速度 响应 Sa 的 定义 公式 





S, = (10. 341) 
































2 
Sa = a = me =S 02 = Bee ee) (10. 342) 
得 到 
S,= ICC (10. 343) 
~ in, = Catti us + PC Cor ` 
对 于 一 组 给 定 的 参数 ol a, m, Caf C6,， 向 心 加 速度 响应 开始 于 
limS, =0 (10. 344) 
并 终止 于 
lim S, = Caren (10. 345) 
v,=0 * ~m( Ca - Cual) 
HOR CaCa =Cy, Ha, =a, =1/2, WS, oes 
2 
Gu - (10.346) 
WMR Cyp = Cy, =Ca, Hay Aan, WS, 简化 为 
Wc, 
a= (10. 347) 


PC, +m(a, -a,)v 





























侧 向 加 速度 响应 Sa = (02 /R)/8 实际 上 是 车 辆 质心 的 向 心 加 速度 ， 也 正 是 在 8 =0 H REE 
于 x 轴 时 的 侧 向 加 速度 。 只 有 在 此 时 ， 向 心 加 速度 没有 纵向 分 量 。 同 时 ， 通 过 把 车 辆 假设 为 
很 多 以 半径 民 绕 某 一 中 心 点 转向 的 点 ， 可 以 验证 采用 侧 向 加 速度 这 一 术语 的 正确 性 。 

例 434 侧 向 速度 响应 特性 S, 

将 力 系 系数 式 (10. 144) ~ (10. 149) 代入 到 侧 向 速度 响应 S, 的 定义 公式 














is ag E a 10. 348 
7 g “ps D, Cg- C, Dg + mw, Dg (10348) 
得 到 
alC Ca -mav Co 
S, = v, (10. 349) 
m(C,,d — Ca, 02 + PCy Cy 
对 于 一 组 给 定 的 参数 ain Qas M, CaF es 侧 向 ; 速度 响应 开始 于 
lim S, =0 (10. 350) 


并 终止 于 
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一 œ a,C yp — aC, <0 
lim S, = (10. 351) 
Vi=% oo a,C yp —a,C,, >0 
如 果 Cor = Co = Co, A ay =a) =1/2, 则 S, 简化 为 
Ky- m, 10. 352 
2C, “ (10:352) 
如 果 Cor 二 Cu = Cas E. ay Fay $ 则 Sy 简化 为 


2 
a,lC, — ma,v;, 





S, = 














v, (10. 353) 


á mla -a ) +PC, 
S, 与 B 成 正比 , 6 是 车 身 坐标 系 纵 坐 标 轴 * 轴 至 车 辆 速度 矢量 的 夹 角 。 在 速度 非常 低 时 ， 
B>O, 车辆 前 轮 在 比 后 轮 运动 圆周 大 的 圆周 上 做 转向 运动 。 通 过 提高 车 速 v,.， 和 车 辆 侧 偏 角 
减 小 ， 直 到 在 临界 速度 时 变 为 0。 在 该 速度 下 ， 侧 向 速度 也 变 为 0， 临 界 速 度 为 


IC 
jaa te (10. 354) 
may, 


Hv, =v, 时 ， 和 车 辆 的 x 坐标 轴 在 质心 处 垂直 于 转向 半径 尽 。 所 以 ， 质 心 处 速度 矢量 的 侧 向 分 
量变 为 0。 当 w >v. 时 ，B<0， 车 辆 后 轮转 向 运动 圆周 大 于 其 前 轮转 向 运动 圆周 。 此 时 ， 质 
点 C 处 的 速度 分 量 有 一 个 负 的 7 方向 分 量 。 

可 见 ， 不 是 车 辆 是 否 在 进行 y 方向 转向 的 合适 判别 指标 ， 它 只 是 车 辆 速度 矢量 " 在 质 
心 C 处 7 方向 的 分 量 。 速 度 矢 量 和 v 在 车 辆 纵 轴 的 其 他 点 处 则 不 相等 ," 在 x 轴 上 任意 一 点 
的 共同 属性 是 所 有 点 一 定 有 相同 的 性。 车辆 转向 最 好 的 判别 参数 是 横 摆 角速度 ">， 该 参数 能 
够 表明 车 辆 转向 的 速度 有 多 快 以 及 向 哪个 方向 转向 。 

例 435 稳 态 转向 中 心 

已 知 稳 态 响应 Se = (1AR)/6 和 Sg =B/6， 就 可 以 确定 车 身 坐 标 系 中 车 辆 转向 中 心 的 位 
置 。 转 向 中 心 (xo, Yo) 相对 于 质心 的 坐标 为 


xo = ~ Rsing = -z ssin( $95) (10. 355) 



























































RE 5 50s 595) (10. 356) 


设 有 一 辆 汽车 的 参数 如 下 
Cu = Cag, ~3000N/rad 





Cu = Can, ~3000N/ rad (10. 357) 

m = 1000kg 
1, =1650kgm* (10. 358) 

a, =1.0m 
a, =1.5m (10. 359) 
K-Z 2 i) 21.33 x10 (10. 360) 

六 Cu Cu 
30 





<“ “75 +02 
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89 
Se (10. 361) 
4 75 +0? l 
图 10. 22 所 示 为 v WEET, xo, Yo 的 变化 。 
75 +v [45 -202 
xg = —RsinB= - 305 si 75 42 (10. 362 ) 
75 +v [45 -w7 
Yo = Rcosß = 305 Nz ee (10. 363 ) 


xo 从 xo = -a, 开始 ， 速 度 为 0 时 在 后 轴 上 ， 随 车 速 增加 向 前 移动 。yo 从 yo = /cos5 开始 ， 
速度 为 0 时 在 后 轴 上 ， 随 车 速 增加 自 车 辆 向 远离 车 辆 方向 移动 。 
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图 10. 22 不 同 车 速 下 转向 中 心 (xo, yo) 相对 于 车 辆 质心 的 坐标 

图 10. 23 所 示 为 某 车 辆 在 固定 转向 角 下 不 同 速度 时 稳 态 转向 中 心 的 轨迹 。 对 于 该 不 足 转 
向 车 辆 ， 通 过 提高 其 行驶 速度 ， 转 向 中 心 将 相对 车 辆 向 远 处 和 向 前 移动 。 该 例 表明 ， 运 动 学 
转向 条 件 仅 在 汽车 速度 为 0 时 决定 其 转向 中 心 ， 汽 车 速度 增加 后 ， 实 际 稳 态 转向 中 心 将 由 车 
辆 的 动力 学 参数 决定 ， 而 非 由 其 运动 学 转向 条 件 决定 。 

图 10. 24 所 示 为 环形 路 径 运 动车 辆 的 三 个 稳 态 工 况 及 其 速度 矢量 ， 即 B =0 时 ,vw 低 于 、 
等 于 和 高 于 临界 速度 的 三 个 工 况 。 

例 436 不足 转向 ， 过 度 转向 和 中 性 转向 

曲率 响应 Se 表示 转向 半径 随 转 向 角 的 变化 ，S, 可 以 表示 为 
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v=l15m/s 


yx 











转向 中 心 轨迹 








图 10. 23 ”给 定 车 辆 在 转向 角 固 定时 不 同 车 速 下 的 稳 态 转 向 中 心 轨迹 

















R=58.3m 
R=32.4m B=0.0886rad 
B =Orad 
R=25.3m 


2 =0.0566 rad 


v,=10m/s 转向 中 心 轨迹 








v,=4.74m/s 


图 10.24 B=0 时 ， 车 辆 速度 在 低 于 、 等 于 和 高 于 临界 速度 时 的 三 个 稳 态 工 况 





























人 
< 6 11+kKv 











AF, K 称 作 稳 定性 因数 ， 用 于 判定 车 辆 的 工 况 : 
K>0 时 ， 不 足 转向 
K=0 时 ， 中 性 转向 
K <0 时 ， 过 度 转 向 
为 了 求 出 K， 可 以 重 写 $, 为 

















g -x _1/R_ CD, — C.D; 
K 6 6 ~ 0, (D,Cg CD a 
1 
D.C, - ©,De mv, Dg 
C,D, CD, a 
2 1 _1 1 
14 mv; Dg ki m De 2 
CsDg “CD; l CsDg -CeDs ~ 
sea 
l 1 +K? 


(10. 364) 


(10. 365) 


(10. 366) 


(10. 367) 
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故 有 
m _ "ge (10. 368) 
代入 力 系 系数 式 (10.144) ~ st (10. 149) Ba 





10. 369 
a (10. 369) 


稳定 性 因数 K 的 符号 决定 了 S, 是 速度 w ae 数 还 是 递减 函数 。 K 的 符号 取决 于 cz/Cu 
和 wiZCu 的 相对 大 小 关系 ， 最 终 由 质心 位 置 a;: 、as 和 前 、 后 车 轮 轮胎 的 侧 偏 刚度 系数 Curr 
Cu 决定 。 

如 果 天 >0， 则 





























ay a, 

Ca ts 

同时 5S, =k/6， 且 dS,/Adv, >0。 所 以 6 不 变 时 ， 运动 轨 迹 的 曲率 «x = 1/R 随 速 度 的 升 高 而 降 

{Ko k 减 小 表示 稳 态 圆周 半径 R 随 速 度 的 v 升 高 而 增 大 。 和 车辆 需要 正 的 稳定 性 因数 ，K >0 

的 车 辆 为 稳定 车 辆 ， 称 作 不 足 转向 。 对 于 不 足 转 向 车 辆 ， 如 果 在 提高 车 速 的 同时 又 要 保持 相 

同 的 转向 圆周 ， 则 需要 增 大 转向 角 。 
mse K <0, Wy 


(10. 370) 











ao a 
Cor Cor 
同时 S,=«K/5, AdS,/dv, <0， 所 以 6 不 变 时 ， 运动 轨迹 的 曲率 x = 1/R 随 速 度 的 升 高 而 增 
Mo k 增 大 表示 稳 态 圆周 半径 R 随 速度 的 w 升 高 而 减 小 。 车 辆 不 期 望 有 负 的 稳定 性 因数 ， 
K<0 的 车 辆 为 非 稳定 车 辆 ， 称 作 过 度 转 向 。 对 于 过 度 转向 车 辆 ， 如 果 在 提高 车 速 的 同时 又 
要 保持 相同 的 转向 圆周 ， 则 需要 减 小 转向 角 。 
wm K=0, W 


(10. 371) 





a (10. 372) 
af ar 

这 时 因为 dS,Adv, =0， 所 以 S, =k/6 不 再 是 ww 的 函数 。 所 以 无 论 速 度 是 多 少 ，6 不 变 时 ， 运 
动 轨迹 的 曲率 k =1/R 也 将 保持 不 变 。k 为 常数 表示 稳 态 圆周 半径 RR 不随 速度 v, ee 
化 。 稳 定性 因数 为 0 是 中 性 状态 , K =0 的 车 辆 在 稳定 性 的 边界 上 ， 称 作 中 性 转向 。 驾 驶 中 
性 转向 车 辆 时 ， 如 果 要 在 提高 或 降低 车 速 时 保持 相同 的 转向 圆周 ， 不 需 要 改变 转向 角 。 


例如 ， 一 辆 汽车 的 参数 如 下 : 



































Cu =57296N/ rad 





C, =52712N/rad (10. 373) 
m =917kg (10. 374) 
a, =9lcm 
a, = 164cm (10. 375) 
汽车 的 稳定 性 因数 K 和 曲率 啊 应 S,. 分 别 等 于 
RS ae < =1.602 x107? (10. 376) 
1 1 0.39216 





= = 10. 377 
< Tl1l+Kv 1+1.602x10™ ( ) 
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现 假设 在 行李 箱 中 装 货 ， 车 辆 的 参数 发 生 了 变化 。 


m = 1400kg (10. 378) 
a, =125cm 
a = 130cm (10. 379) 
则 新 的 稳定 性 因数 K 和 曲率 响应 S, 分 别 等 于 
K= -2.21 x10-4 (10. 380) 
See 0. 39216 (10. 381) 





2.21 x10742 -1 
图 10. 25 比较 了 两 种 工 况 和 中 性 转向 时 的 曲率 响应 5 ， 假 设 增加 质量 不 改变 轮胎 特性 
参数 ， 其 侧 偏 系数 保持 不 变 。 


0.6 









过 度 转向 





0.5 4 





不 足 转向 








v(m/s) 
图 10.25 K=1.602x107°, K= -2.21xl10-4、 玉 =0 时 曲率 响应 S, 的 比较 
例 437 临界 速度 v。 
WERK <0, WS, 随 着 w 的 增 大 而 增 大 。 所 以 为 了 保持 稳定 的 轨迹 半径 ， 必 须 减 小 转 癌 
角 。 临 界 速度 为 
(10. 382) 


在 该 速度 下 ，S. 的 分 母 部 分 变 为 0， 所 以 
So (10. 383 ) 
在 临界 速度 下 ， 任 何 转向 角 的 减 小 都 不 能 保持 原 有 轨迹 。w = 0, 时 ， 曲 率 « 不 是 转向 角 8 的 
函数 。 所 以 ， 对 于 某 固定 转向 角 ， 和 车 辆 理论 上 可 以 在 任何 转向 半径 上 运动 ， 临 界 速度 下 导致 
系统 不 稳定 。w 一 ze 时 过 度 转向 车 辆 将 非常 难以 驾驶 ，" = 0, 时 车 辆 将 失去 控制 。 
某 过 度 转 向 汽车 的 参数 如 下 : 


























Cop = 57296N/rad 


C =52712N/rad (10. 384) 
m = 1400kg (10. 385) 
a, =125em 
ay = 1300em (10. 386) 
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1 
v, =,[-4=07. 33m/s (10. 387) 
由 于 
oe] =2. 2059 x 10 ~4 (10. 388) 
例 438 ”中 性 转向 点 
车 辆 上 自行 车 模型 的 中 性 转向 点 是 指 在 纵 轴 方向 上 的 某 个 点 ， 当 质心 处 于 该 点 位 置 时 ， 和 车 
辆 为 中 性 转向 。 为 了 求 出 中 性 转向 点 Py， 定 义 一 个 距 前 轴 的 距离 ww， 使 上 =0， 即 
l-ay ay 
Ge 1G >” (10. 389 ) 
所 以 
Cor 
ay Gee. (10. 390) 
中 性 转向 距离 为 
dy =aw—ai (10. 391) 
表示 质心 再 移动 多 少 距离 可 以 实现 中 性 转向 。 
例如 ， 某 汽车 的 参数 如 下 : 
Cat =57296N/rad 
Cy, =52712N/rad (10. 392) 
a, =91cm 
a, = 164cm (10. 393 ) 
其 中 性 转向 点 位 于 
ay =1.2219m (10. 394 ) 
所 以 ， 质 心 在 向 前 移动 距离 dy 时 还 能 保持 为 不 足 转向 。 
dy =ay -a ~31.2cm (10. 395 ) 


例 439 过 度 转向 车 辆 的 稳 态 响应 


为 了 对 比 不 足 转向 车 辆 和 过 度 转 向 车 辆 的 稳 态 响应 ， 我 们 考察 一 下 改变 某 不 足 转向 车 辆 
的 速度 时 ， 其 稳 态 参数 Sen Sger Sro Sa AUS, 会 如 何 变化 。 除 了 质心 位 置 外 ， 本 例 中 的 车 辆 


特性 指标 与 例 428 中 的 车 辆 特性 指标 相同 。 
Cost, = Coty ~3000N/rad 
Car, = Carp ~3000N/rad 
m = 1000kg 
I, =1650kgm* 
a, =1.28m 
a =1.22m 


m| 2 a 


| 
PACT C 





| = -1.6x107 


ar 


s, = —250_ 
625 -12 





(10. 396) 


(10. 397) 


(10. 398 ) 


(10. 399 ) 
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_ 350 -21. 3302 





Bb 75 -v 
250v, 
ie 1 = 
625 -17 
z 250v2 





BROS GOS cay 
350 -21. 330 
7 75 —v i 


图 10. 26 ~ 图 10. 30 所 示 为 提高 车 辆 行驶 速度 时 稳 态 响应 的 变化 情况 。 


(10. 400) 














v,(m/s) 


10.26 ”作为 车 辆 行驶 速度 v, 函数 的 曲率 响应 S。 











PN 





























0 10 20 30 40 
v,(m/s) 
图 10.27 FERE Te] A OU Sg ( 车辆 行驶 速度 v 函数 ) 
提高 车 辆 速度 ，S, 随 之 增加 ， 并 在 临界 速度 趋向 于 达到 无 穷 大 ， 意 味 着 对 于 固定 的 5， 
转向 半径 将 随 车 辆 速度 增加 而 减 小 ，Se 值 随 车 辆 速度 v 的 增加 而 单调 减 小 。 
S, 的 初始 值 为 0， 然 后 随 着 速度 的 增加 w 而 增加 。5。 表示 和 车辆 在 均匀 速度 下 沿 圆周 转 
向 时 的 向 心 加 速度 ，5, 在 w =O 时 的 初始 值 为 0， 然 后 迅速 增加 并 趋向 于 无 穷 大 ， 即 .一 
o 。 侧 向 速度 响应 S, 表示 车 辆 质心 在 y 方 向 上 的 速度 ， 该 初始 值 为 0， 先 是 随 着 速度 增加 增 
大 到 最 大 值 ， 然 后 再 单调 减 小 为 负 值 。 
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例 440 文 ”固定 侧 向 力 下 的 稳 态 响应 
设 某 车 辆 转向 角 为 0 的 情况 下 受到 固定 的 侧 向 力 ,， 在 稳 态 工 况 时 ， 车 辆 运动 由 下 列 
方程 描述 。 




























































































































































































F, = Cr + CeB= mrv, (10. 401 ) 
M, = D,r + Dep =0 (10. 402 ) 
| 
‘1 
Sos 4 | 
I 
: 2 
0 
0 10 20 30 40 
v(m/s) 
图 10.28 某 过 度 转 向 车 辆 的 横 摆 角速度 响应 S$，( 车 辆 行驶 速度 v, 函数 ) 
25 
20 
15 
& 
ok 6 
“ll 
“ 10 
> 
0 10 20 30 40 
v(m/s) 
图 10.29 某 过 度 转向 车 辆 的 侧 向 加 速度 响应 S。( 车 辆 行驶 速度 w 函数 ) 
1 
0.5 
0 
| 
四。 一 05 
=] 
-1.5 r r r 
0 10 20 30 40 
v(m/s) 
图 10.30” 某 过 度 转 向 车 辆 的 侧 向 速度 响应 $，( 车 辆 行驶 速度 w 函数 ) 
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式 〈10.401) 和 式 (10.402) 可 以 用 于 定义 如 下 稳 态 啊 应 : 








1/R D 
S,=* == B 10. 403 
nF, F, v(C,Dg-CgD,) 
D 
Sy =z B (10. 404) 


“F, CDs -CoD 

固定 侧 向 力 可 能 会 由 于 车 辆 在 侧 倾 道 路 上 行驶 或 受 侧 向 风力 作用 而 产生 。 非 零 侧 向 速度 响应 
5,1 表示 车 辆 将 在 8=0、F,z0 的 情况 下 发 生 转向 ， 侧 向 速度 响应 可 以 变换 成 如 下 关于 稳定 
性 因数 函数 的 方程 : 














Gi ce 1 4i Cor =a Cor 
” vw(C,-CeD/Dg) wvCuCat (10. 405) 
a L az = ay oan 1 K 
vl Caf Cy mv, 





为 了 便于 排除 道路 上 的 雨水 或 其 他 洒水 ， 在 修建 直行 道路 时 会 保留 自 道路 中 心 向 两 侧 的 
微小 侧 倾 。 设 某 汽车 在 一 条 有 侧 倾角 的 直行 道路 上 行驶 ， 由 于 侧 倾角 6 的 存在 ， 重 力 的 侧 向 
分 力 为 








F,= -mgsin0~ — mg (10. 406 ) 
该 力 会 沿 侧 倾 方向 牵引 汽车 。 如 果 汽 车 是 不 足 转 向 车 辆 ， 即 玉 >0， 则 汽车 将 朝 倾斜 角 下 侧 
方向 转向 ， 如 果 汽 车 是 过 度 转向 车 辆 ， 即 K<0， 则 汽车 将 朝 倾斜 角 上 侧 方 向 转向 。 
同 理 ， 如 果 在 y 方 向 有 侧 向 风 ， 汽 车 在 平 直 路 面 行驶 时 ， 对 于 不 足 转向 汽车 ， 即 K >0， 
将 会 绕 z 轴 转 向 ， 而 对 于 过 度 转 向 汽车 ， 即 K <0， 则 会 绕 -z 轴 转 向 。 
例 441% SAE 对 转向 的 定义 
不 足 转向 和 过 度 转向 行为 的 SAE 定义 如 下 : 












































不 足 转向 : 转向 车 轮 角度 梯度 与 总 转向 传动 比 的 比值 大 于 阿 克 曼 转向 梯度 的 车 辆 为 不 足 
转向 车 辆 。 
过 度 转向 : 转向 车 轮 角度 梯度 与 总 转向 传动 比 的 比值 小 于 阿 克 曼 转向 梯度 的 车 辆 为 过 度 
转向 车 辆 。 
阿 克 曼 转向 : 阿 克 曼 转向 梯度 为 
z 2 ren r 5 (10. 407) 
例 442 文 ”精确 稳 态 响应 
两 轮 刚 性 车 辆 的 稳 态 转向 表示 为 
有 = —mrv, (10. 408 ) 
C,r + CoB + C36 =mrv, (10. 409 ) 
D,r + DeB + Ds6 =0 (10. 410) 


稳 态 转向 中 ， 车 辆 质心 在 半径 为 尺 的 圆周 上 以 速度 w TOR, RAREN r, PRL, vy 
与 + 的 关系 为 
v, =Rrcosg v=Rr R, = ReosB (10.411) 
将 式 〈10. 280) FLASK (10.277) ~ 式 (10.279) 得 到 
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j 2 
COR, eB E OSa (10. 412) 
Uy 
Reg EARS Bio) (10. 413) 
再 根据 Ri 定义 一 个 新 的 曲率 ki 
1 
KI =R, (10. 414) 
写成 矩阵 形式 为 
Cs Cw, —mv =C 
| f ‘ -| "| (10. 415) 
De Dv, Ky - D; 
解 方程 后 求 出 8 和 K 
D;(C, — mv, ) -D,Cs 
D,C, -CDs + nw, D 
JE 人 (10. 416) 
Ki C5De - CeDs 
v,(D,Cg 一 C.Dg +mv,D,) 
现在 可 以 定义 一 组 更 加 准确 的 稳 态 响应 。 
1) 曲率 响应 ，S。 
1 
Si =“ ~— = cosB 
6 Re Rs (10. 417) 
CsDas -CD 
= Ca poe cosB 
v,(D,Cg -C,Dpg +mv,D ) 
2) MRSA, S, 
_£B _ D(C, —mv,) -D.Cs 
ne 6 DCs -C,Dg + nw, Dg CLUAN 
3) 横 摆 角速度 响应 ，$， 
C.D, - CD 
2 Ke = o/s ~ “e's 
S, s tt Sv, DG, CD; De (10. 419 ) 
4) 向 心 加 速度 响应 ，5。 
VV/R k3 » (CsDg -CaDs)v 
pe B p67 x 
Sy 5 So S vy DOOD, +m0,D,°° (10. 420) 
5) 侧 向 速度 响应 ，S， 
Vy D;(C, —mv,) -D,C; 
S, as = Sv, “DC, “CD, ae (10. 421) 
10.6 文 ”两 轮 车 辆 的 线性 化 模型 
车 辆 侧 偏 角 6B 非常 小 时 ， 自 行车 模型 运动 方程 简化 为 如 下 方程 : 
F,=m v -mrvB (10. 422 ) 
F, =mo(r +B) +m i (10. 423) 
M, =I, f (10. 424) 
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F,=( -Ca Ca) + 本 (ozCu -a,Cyp)r 
toc EHC. 
M, = (a, Cy, — aC yp) B- (a Cop + 05.0, )7 


+ a, Cut6r = az C 6, 





(10. 


(10. 


425) 


426) 


2 不 是 常量 的 情况 下 这 些 方程 不 是 线性 的 ， 但 是 因为 假设 B <<1， 所 以 方程 称 作 线 性 化 运动 











方程 。 
车 辆 速度 是 常量 时 ， 方 程 变 为 
F, = -muß 
F, Sm 
M, =I, f 





证 明 : 对 于 小 侧 偏 角 B， 可 以 假设 
v, =vcosB =v 
v, = vsinB ~uB 
因此 ， 式 〈10. 193) ~ 式 (10. 195) 简化 为 


Fy =m v,—mrv, =m ù -mrp 


F,=m v, +m, =m(vB+vB) +mrv 
M,=7r1, 


速度 








为 
轮胎 侧 偏 角 也 可 以 简化 为 


1 ar 
YSP GET tair) -8p =B += - 6, 





a, =B, -8, = 0 - ar) -6,=B- -ô, 
前 、 后 轮胎 的 侧 向 力 为 
Bip = = Caray 
B= -Coa 
将 上 述 等 式 代入 式 (10. 432) ~ 式 (10.434) ， 应 用 定义 
|e ew ee EFy 
Rd aes A 


M,~a,F yy -a2F,, 
得 到 力 系 为 
F, =Fy+Fy 
1 
= ( = Cor 全 Cu )B + (Co —a1Ca)r 


+C ar +6,Cor 


WH, 0 =0， 代 入 后 方程 组 与 式 〈10.427) ~ (10.429) 相等 。 
人 
iat 


(10. 


(10. 
(10. 


(10. 
(10. 


(10. 


(10. 
(10. 


(10. 


(10. 


(10. 
(10. 


(10. 


(10. 
(10. 


(10. 


427) 


428) 
429) 


430) 
431) 


432) 


433) 
434) 


435) 


436) 


437) 
438) 


439) 


440) 
441) 


442) 
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M, =a F -aF 


z 


= (aC 0 Cap B -Ha Cut + Ce)r (10:443) 
+a; Cy - aC gr, 
例 443% FRE HS [| AUIS PRE 
大 多 数 情况 下 ， 车 辆 仅 用 前 轮作 转向 车 轮 ， 所 以 有 8 = 8, 6, =0。 从 而 将 均匀 速度 下 前 
轮转 向 的 运动 方程 简化 为 
































人 (10. 444) 
mv B = ( -Car = Cu.) B 
(10. 445) 
+ | =r (a1 Car -a,C,,) -mi 十 Cuf6 
L r= (azCu -aiCur)B 
| (10. 446) 
本 [ aaa Cuai + Cop ) Jr + (a, Cp )d 
为 了 简化 计算 ， 第 二 和 第 三 方程 可 以 写成 矩阵 形式 
R (Cor + Cor) az Car -a Caf -] 
Patents, | 
i| aly aC (Cuai + Cqya3) br 
T, l, (10. 447) 
G 
mv 
+ 6 
a, Caf 
L 
例 444% ” 稳 态 工 况 和 线性 化 系统 





TK (10.447) 给 出 的 四 轮 车 辆 前 轮转 向 两 轮 模型 的 运动 方程 可 以 用 于 对 B 进行 线性 化 ， 
稳 态 工 况 下 有 














| =0 (10. 448) 
r 
所 以 有 
= Cor ig Cor a Car 一 Cl Cor -1 =i Cats 
Mon ee a 
ri QCor -41 Cg 一 Cural — Cy. a1 Cot 
I, uf, T, 
(10. 449) 


x (aC ur 十 QI1Q2 con = mv ay ) C 
Cop gr (a, +4)” -m (a, Cy — a2Cor) 
EN (a, +d, )vC C6 


Cy Cur (Gy +a)’ -m (a, Cor -a,C,,) 
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应 用 式 (10.449) 可 以 定义 如 下 稳 态 响应 : 
侧 偏 角 响应 ，S。 








2 2 
j (aC, +a) a,C,, — mv a) Cor 











aE 10. 450 
Bb 6 OO -m (a Cut -aC ar) ( ) 
横 摆 角速度 响应 ，$， 
5-5 Catal (10. 451) 
” 6 Calal -mv (a Cuf -a,C,,) ` 
稳 态 工 况 下 有 
r=% (10. 452) 





式 中 , R 是 车 辆 运动 轨迹 的 圆周 半径 。 应 用 式 
曲率 响应 ，S。 





10.452) 可 以 定义 男 两 个 稳 态 响应 : 











1 r 1 
S, = “= 一 = 一 = 一 5， 
ô RF w v (10. 453) 
E IC Cu 
a Calal — mv’ (a, Cut =a Cur) 
侧 向 加 速度 响应 ，S。 
2 
Sa =" a“ =v =S 
(10. 454) 
= IC pC gy? 





Calal -m ( a, Cup — aC 4) 
上 述 稳 态 响应 与 式 (10. 267) ~ 2X (10. 270) 中 定义 的 稳 态 响应 1 ~ 4 相 比 更 具有 通用 性 。 
例 445 文 ”线性 化 模型 的 不 足 转向 和 过 度 转向 
应 用 式 (10.453) 中 曲率 响应 S 可 以 定义 









































Se oss WEE 一 人 urCu 
s ô ô Calal -m (a, Car -aC ur) 
J 1 
) me Cus -a,C,,) (10. 455 ) 
/CC 
1 1 二 过 1 
l 1 m? (aC) Ll+kKv 
+ 
-P Catar 
-z E (10. 456) 
af ar 


式 中 , 天 与 式 (10.369) 中 给 出 的 稳定 性 因数 相同 ， 所 以 ， 线 性 化 方程 中 的 稳定 性 因数 仍 
然 保持 不 变 。 

例 446 文 ” 非 线性 源 

刚性 车 辆 的 运动 学 方程 中 存在 三 个 非 线性 来 源 : 变量 的 积 、 三 角 函 数 、 力 的 非 线 性 特 
征 。 转 向 角 8. MMA a; ALB 非常 小 时 ， 力 的 作用 是 线性 的 ， 三 角 函 数 也 可 以 近似 为 线性 ， 
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同时 变量 的 积 也 由 于 太 小 而 不 足以 体现 出 非 线 性 影响 。 因 此 ， 可 以 忽略 掉 各 种 非 线 性 因素 ， 


这 种 工 况 又 称 作 小 角度 工 况 ， 适 合 于 小 角度 转向 和 正常 速度 驱动 。 
10.7 文 ” 瞬 态 响应 





为 了 考察 车 辆 的 瞬 态 响应 和 和 车辆 对 一 个 转向 角 输 入 的 反应 ， 需 要 求解 下 面 一 组 耦合 的 常 

















微分 方程 。 
v, -二 PP。 +rv 
i, = Br, - (0, -Cr)r + F500) 
. _ Dg 
Dae I 
对 于 给 出 的 与 时 间 有 关 的 转向 角 ， 这 一 组 方程 的 解 为 

v, =v, (1) 
vy =v, (t) 
r=r(t) 


这 组 解 称 作 时 间 响 应 或 瞬 态 响应 。 
假设 行驶 速度 为 匀速 ， 式 〈10.457) 简化 为 一 个 代数 方程 。 


























F= —mrv, 
Cp C Cs 
四 | 
= + t 
| dp Dll, 
Lv, L, L 
式 (10.464) 与 第 一 个 方程 无 关 ， 式 (10.464) 可 以 写成 矩阵 形式 
q =[A]q +u 
A, [A] 是 常 系数 矩阵 ; 4 是 控制 变量 向 量 ; u 是 输入 向 量 。 
Cat + Cor 一 QI Cat + ay Car 
~ mv, mv, 7 
[A] = 
aC yp — a, Car a Cur + 05 Co 
- Iv, Lv, 
C C 
“pO wr -v, 
mv, m 
D D, 
Lv, I, 


(10. 457) 


(10. 458 ) 


(10. 459) 


(10. 460) 
(10. 461) 
(10. 462) 


(10. 463) 


(10. 464) 


(10. 465 ) 


(10. 466 ) 


(10. 467) 


(10. 468 ) 
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m m 
u= pe, OE p 5) 
L A 





为 了 求解 逆向 动力 学 问题 并 求 出 车 辆 响应 ， 必 须知 道 转向 角 函 数 El) 。 
例 447 女 ” 正 向 动力 学 问题 和 逆向 动力 学 问题 





(10. 


469 ) 


两 类 动力 学 问题 包括 : 直接 动力 学 或 正 向 动力 学 ; 间接 动力 学 或 道 向 动力 学 。 在 正 向 动 
力学 中 ， 需 要 构建 一 组 目标 函数 ww = 0, (0). vy 0), rar), IERE 8) 。 在 道 向 动 


力学 中 ， 先 给 定 输入 函数 6=6(1t) ， 然 后 求 出 输出 函数 ww =o, (4). v, =wCD、r=rCi)。 


正 向 动力 学 问题 需要 微分 计算 ， 逆 向 动力 学 问题 需要 积分 计算 。 通 常 求 解 道 向 动力 学 问 





题 比 求解 正 向 动力 学 更 加 复杂 。 
例 448 文 ” 阶 跃 转向 角 输 入 的 解析 解 
设 某 车 辆 的 性 能 参数 如 下 


Cy =60000N/rad C a: = 60000N/rad 
m = 1000kg I, =1650kgm? 
al =1.0m a, =1.5cm 
v, =20m/s 
根据 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) 的 定义 ， 该 车 辆 的 力 系 系数 为 
C, =1500Ns/rad Cg = — 120000N/rad 
Cs =60000N/rad D, = -9750Nms/rad 
Dg =30000Nm/rad D, =60000Nm/rad 


假设 转向 角 输 入 为 


0. lrad~5.73° t>0 
6(1) = 
0 t<0 

则 可 以 用 稳 态 响应 确定 车 辆 运动 学 变量 稳 态 值 

D.C, —C,D,+ D 
le rg M e TE 38.33m 
5.8 CsDs-CaDs ô 

D;(C, -mv,) -D,Cs 





R= 








B=S,6 = D.C, 26 Dac mo Da = -0. 0304rad 
C5De - CeDs 
r=S,6= DC. 60 mo, Da =0. 522rad/s 


v CD, -CsD 
et os = B ps = 2 
ROM D.C, —C,Dg + oo H Pos 





v, = S,6 = 
在 零 时 刻 的 初始 条 件 





B,C, CD, rm pore T0- 608m/s 


| 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


(10. 


470) 


471) 


472) 


473 ) 


474) 


475 ) 


476) 


477) 


478) 
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运动 方程 为 
ù, +6v, +18. 5r =608(1) =6 (10. 479) 
i — 0. 909v, +5. 909r = 36. 3635(t) =3. 636 (10. 480) 
运动 方程 的 解 
v, (t) -0. 609 +e ~> 9 (2. 347sin4. 1t +0. 609cos4. 1t) 
; | -| i (10. 481) 
r(t) 0. 522 +e 75° (0. 129sin4. 1t —0. 522cos4. 1t) 
为 了 考察 车 辆 匀速 直 驶 时 转向 角 突然 变化 的 响应 ， 可 以 绘制 车 辆 的 运动 学 变量 曲线 ， 图 


10. 31 和 图 10. 32 分 别 是 v(t) Mira) 解 的 曲线 图 。 


0.27 





1 





一 0.2 ]] 


vy/(m/s) 


-0.44 





-0.6-7 








图 10.31 转向 角 突 然 变化 时 的 侧 向 速度 响应 





ri(rad/s) 














tls 


图 10.32 ”转向 角 突 然 变化 时 的 横 摆 角速度 响应 





因为 转向 输入 为 正 ， 所 以 车 辆 应 向 左 转向 ， 即 转向 y 轴 的 正 向 。 图 10. 32 中 的 横 摆 角 速 








度 为 正 值 ， 表 示 和 车辆 在 绕 2 轴 转 向 。 
已 知 w 和 7r 后 ,还 可 以 求 出 前 轮 和 后 轮 的 侧 向 速度 。 


Vy =v, 十 QI7 Vy =V, =ar 














(10. 482) 


车 辆 前 轮 和 后 轮 的 侧 向 速度 如 图 10. 33 和 图 10. 34 所 示 ， 和 车 辆 侧 偏 角 B6=w,/v, 和 转向 半径 























R=v,/r 如 图 10. 35 和 图 10. 36 所 示 。 
例 449 女 “时间 数列 和 自由 响应 
对 于 零 转向 角 输 入 时 ， 即 
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图 10.33 














转向 角 突 然 变化 时 的 前 轮 侧 向 速度 响应 
02 0.4 0.6 0.8 1 




















tls 








图 10. 34 














转向 角 突然 变化 时 的 后 轮 侧 向 速度 响应 





























图 10.35 ”转向 角 突 然 变化 时 的 侧 偏 角 响 应 





匀速 行驶 车 辆 的 响应 称 作 自由 响应 。 自 由 动力 学 中 的 运动 方程 为 








为 了 便于 解 方程 ， 假 设 


所 以 运动 方程 为 


6(t) =0 
q =(Alq 
TE 


(10. 483) 


(10. 484) 


(10. 485) 


(10. 486) 
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804 
607 
£ 
A 
404 
204 
0 02 04 0.6 08 j 1 
图 10.36 转向 角 突 然 变 化 时 的 转向 半径 响应 
由 于 方程 为 线性 方程 ， 其 解 是 指数 函数 ， 即 
Vy = Ae™ r = Be™ (10. 487 ) 
将 上 述 解 代入 运动 方程 
Ade™ a bY Ae” 
pa na 
Bre™ c dik Be 
进而 有 
i A ‘|=0 (10. 489) 
ce  d-All Bert 
AE, PRS (10.487) 是 式 (10.486) 的 解 的 条 件 就 是 指数 入 EME [4] 的 特征 值 ， 
可 以 展开 系数 矩阵 行列 式 求 出 A。 
daft i | =a? -(a+dya+ (ad ~be) (10. 490) 
C d-2X 
接着 求 出 特征 方程 
à? -(atd)A + (ad -be) =0 (10. 491) 
特征 方程 的 解 为 
Aig = 六 (ao+d) + Vla d)? +4be (10. 492) 
已 知 特征 值 A, 2, SOR] DFS A TERR A ee oJ E: 
v, =A,e*" +A,e4! (10. 493 ) 
r=Bie* + Bye! (10. 494 ) 
系数 A, x A,、 B; All B, 应 该 根据 初始 条 件 求 出 。 
例如 ， 设 某 车 辆 的 性 能 参数 如 下 : 
Cat =57296N/rad Cy, =52712N/rad 
m = 1400kg 1, =1128kgm* (10. 495) 
a, =125cm a, =130cm 
v, =20m/s 


开始 于 
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qo = | | F | (10. 496) 
r(0) 
代入 后 得 到 
"| | -3.929 31.051 [e] 
z (10. 497) 
fs -13.716 -79170. 337 
其 解 为 
v, = -0.173 x10 (e739? — e 77170.34) (10. 498) 
r=e > 40.68 x10 x 1077 e7710. 34 (10. 499) 





图 10. 37 和 图 10. 38 fees 图 ， 图 10.39 是 对 图 10.38 的 放大 ， 表 明 7 不 会 跳 变 为 
负 值 ， 而 是 先 迅 速 减 小 ， 再 逐渐 接近 0。 




















v/(m/s) 














US 


图 10.37 f] 10.449 中 的 侧 向 速度 响应 





0.2 0.4 0.6 0.8 1 





ri(rad/s) 











A] 10.38 f] 10. 449 中 的 横 摆 角速度 响应 





例 450% SEREF 
指数 函数 el4]' 称 作 撼 阵 指 数 ， 该 函数 由 矩阵 时 间 数 列 定 义 ， 即 


edora jaj Ee ALs g.. (10. 500) 

















该 数列 是 收敛 数列 ， 假 设 
0.1 | T 


[al =| -oa 0.4 
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2e R 05 4e F 05 6e T 05 8e 7 05 0.0001 
Bane tls 
图 10. 39 例 10.449 中 的 横 摆 角速度 响应 
则 
0.1 0.1 
a 外 | -0.3 nal ol ecole (10. 502) 
fl 40. 1-0. 025? +- 0. 2t +0. 05° ++ 
O L -0.3t-0.075 +- 1+0. 4t +0.05? +- 
例 4S1 妇 ”时间 数列 和 自由 响应 
对 于 零 转 向 角 输 入 时 ， 即 
86(1) =0 (10. 503 ) 
匀速 行驶 车 辆 的 响应 是 自由 响应 。 自 由 响应 的 运动 方程 为 
q =[Alg (10. 504) 
初始 条 件 为 
q(9) =90 (10. 505) 
该 微分 方程 的 解 为 
q(t) =el41'g0 (10. 506) 
WR [A] 的 特征 值 是 负 值 ， 则 对 go 有 ga) o., 
自由 响应 的 数列 形式 可 以 表示 为 
gee (10. 507) 
=|/+[A]t+ A + LAT, + |go 
例如 ， 设 某 车 辆 的 性 能 参数 如 下 : 
C =57296N/rad C =52712N/rad 
m = 1400kg I, = 1128kgm* (10. 508) 
a, =125cm a, =130cm 
v, =20m/s 
开始 于 
v,(0) 1 
eo -| CO -| ee? 
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代入 车 辆 性 能 参数 ， 可 得 


-3. 929 -31. 051 
[A] = (10. 510) 
-13.716 -79170. 337 
所 以 ， 车 辆 的 时 间 响 应 为 
§ A ji alltel | ~ 3. 929 -31. 051 |) 
= + 
r(t) o ıllo -13.716 -79170. 337l LO 
1 -3. 929 -31. 051 Gh (10. 511) 
-13.716 -79170. 337 
1 | -3. 929 -31. 051 | "| 
t 
-13.716 -79170. 337 
对 该 解 截取 到 三 次 方 水 平 ， 得 到 如 下 近似 解 : 
v, (t) -5. 6203 x10 +220. 67: -3. 929t +1 
一 (10. 512) 
r(t) - 1. 4329 x 1010: +5. 4298 x 10°: - 13. 716t 


例 452 太 ”不足 转向 车 辆 的 阶 路 输入 响应 

动态 系统 的 阶 唉 输入 响应 是 评估 动态 系统 性 能 的 常用 方法 ， 车 辆 动态 系统 的 阶 距 输入 是 
指 突然 将 转向 角 从 0 变化 到 某 非 零 常数 值 。 

例如 ， 设 某 车 辆 的 性 能 参数 如 下 : 














Cu =57296N/rad C, =52712N/rad 
m =917kg I, =1128kgm2 (10. 513) 
a, =0. 91m a, =1. 64m 

v, =20m/s 


将 其 转向 角 输入 从 0 突然 变 为 某 一 常数 


0. lrad~5.7296° t>0 
6(t) = (10. 514) 
0 t<0 
零 初始 条 件 为 
y(0)] [0 
， -wo]- te 
r(0) 0 
运动 方程 为 
ù, +5. 9983v, +18. 129r =62. 4826(1) =6. 2482 (10. 516) 
r —1.521v, +8. 387r =46. 22286(1) =4. 6223 (10. 517) 
IN (10. 144) ~ 式 (10. 149) 定义 的 车 辆 力 系 系数 为 
C, = -Cu + Co =1715. 416Ns/rad (10.518) 
= — (Caf +Car) = —110008N/rad (10. 519) 
Cs = Cat =57296N/rad (10. 520) 
aq, _ 3 
D, = -一 Cu -Car = -9461.05Nms/rad (10. 521) 


x x 


Dg = ~ (a; Cuf - a2C r) = 34308. 32Nm/rad (10. 522) 
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D; = a, C i =52139. 36Nm/rad (10. 523) 
t—oo h}, Zh (10.267) ~ 式 (10. 270) 表示 车 辆 稳 态 响应 为 
K 

Se = 人 = mi 2390051454 (10. 524) 
Sp a = -0. 2015419091 (10. 525) 
S, =H? = 5,0, =4. 780102908 (10. 526) 

v2/R K 2 2 
Sa = = FU; = 5,0; = 95. 60205816 (10. 527) 
S, = =y v, = -4. 030838182 (10. 528) 

所 以 ，6=0.1 时， 车辆 的 稳 态 特征 为 
R=41. 84m (10. 529) 
B= -0.02015rad~ -1.1545。 (10. 530) 
r =0. 478rad/s (10. 531) 
2 

7 =9. 56m/s? (10. 532) 


代入 输入 函数 式 (10.514) 并 求解 方程 ， 获 得 如 下 解 : 

| | -| -0.4 +e77 1 (1, 789sin5. 1131 +0. 403cos5. 1137) 
r(t) | 0.478 +e -7 (0, 232sin5. 113t +0. 478cos5. 1132) 

图 10. 40 和 图 10. 41 所 示 为 上 述 解 的 曲线 。 


0.2 


(10. 533 ) 








0.14 


vyl(m/s) 
| 
© 
T 














图 10.40 f] 10. 452 中 的 侧 向 速度 响应 





已 知 v() 和 7r(i)， 足 以 计算 其 他 运动 学 变量 ， 也 可 以 计算 出 使 其 保持 稳定 速度 所 需要 
的 正 向 力 Fo 
有 = —mrv, (10. 534) 


图 10. 42 和 图 10.43 所 示 为 车 辆 的 运动 学 变量 ， 图 10. 44 所 示 为 所 需要 的 力 F, BERTE] 
变化 的 函数 。 
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r/(rad /s) 














tls 


Z| 10.41 例 10. 452 中 的 横 摆 角 速度 响应 



































图 10.42 例 10.452 中 的 侧 偏 角 响应 








100 





80 4 


204 











0.2 0.4 0.6 0.8 1 
tls 


K] 10.43 fi) 10. 452 中 的 转向 半径 响应 








例 453 克 ”过度 转 向 车 辆 的 阶 路 输入 响应 
假设 转向 角 输 入 为 
0. lrad~5.7296° t>0 
6(1) -| (10. 535) 


0 t<0 
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Z| 10.44 例 10. 452 中 保持 车 辆 匀速 行驶 需要 的 正 向 力 F, 
车 辆 的 性 能 参数 为 : 
Cs =57296N/rad C =52712N/rad 
m = 1400kg I, =1128kgm? (10. 536) 
a, =1.25m a, =1. 30m 
v, =20m/s 
零 初始 条 件 为 
ee ef] (10. 537) 
r(0) 0 
运动 方程 为 
ù, +3. 9288571430, +20. 11051429r =40. 925714298(t) (10. 538) 
=4, 092571429 
i +0. 1371631206v, +7. 917033697 = 63. 49290788(t) 
| =6. 34929078 (10. 539) 
代入 输入 函数 式 (10.535) 并 求解 方程 ， 获 得 如 下 解 : 
vy (t) | E | 6. 3e 7>? -2.943e 5 -3.361 (10. 540) 


r(t) —0. 188e 3328 -0.672e 5! +0. 86 
图 10.45 和 图 10. 46 所 示 为 上 述 解 的 曲线 。 
02 0 


4 0.6 0.8 1 

















图 10.45 例 10.453 中 的 侧 向 速度 响应 
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ri(rad/s) 




















Z| 10.46 4] 10. 453 中 的 横 摆 角速度 响应 











例 454 文 ”标准 转向 输入 

阶 跃 激励 和 正弦 激励 输入 是 评价 车 辆 性 能 最 常用 的 输入 ， 同 时 ， 其 他 类 型 的 瞬 态 输入 也 
可 以 用 于 分 析 车 辆 的 动力 学 特性 。 单 一 正弦 转向 、 线 性 增长 转向 和 半 正 弦 线 变化 转向 是 最 常 
用 的 瞬 态 转向 输入 。 

例 455 太 ”转向 中 心 的 位 置 

车 辆 坐标 系 中 转向 中 心 0 的 位 置 在 


xo = -Rsing= ~ <1 sin( $45) (10. 541) 








yo = ReosB = Scos( Sp6) (10.542) 
因为 8 在 z 轴 正 半 轴 之 上 时 是 正 数 ， 图 10. 21 所 示 为 两 轮 车 辆 模型 、 车 辆 坐标 系 和 转向 中 心 0。 
在 稳 态 工 况 ， 可 以 根据 曲率 响应 Se 求 出 转向 半径 了 及， 根据 侧 偏 角 响 应 求 出 车 辆 侧 偏 

f Bo 


























1 _0,(D,Cg -C,D + mv,Dz) 












































= 10. 54 
K 069 (CsDe - CeD5)6 ry 
B=65 ae ra) Cs (10. 544) 
B D,Cg -C.Dg + nw, Dg 
所 以 ， 转 向 中 心 O 的 实际 位 置 在 
ee _ vy (D, Eg -C,D a — mv, ) mar (10. 545) 
0 (CsDg - CeD5)6 D,C, -CDg + nw, Dg 
_v,(D,Cg -CD +mv,D ) os| 2 -D,Cs (10 546) 
70 (€;Dg—CyD5)6 \D,Cs —C,Dg +m,Dz 
如 果 有 B 很 小 ,可 以 求 出 O 的 近似 位 置 。 
D;(C, -mv,) -D,C; 
x=- CBCD, v (10. 547) 
Drs -C.Dg +mv,Deg (10. 548) 


7 
(CsDg - €,D5)6 
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例 456 太 v, 变化 的 情况 
v, 变化 时 ， 
数 为 











Cur = 60000N/rad 

m = 1000kg 

a, =1.0m 
假设 车 辆 速度 从 0 加 速 到 最 高 速度 v, = 20m/s， 
定 值 





运动 方程 不 再 是 线性 方程 ， 所 以 需要 进 


C, =60000N/rad 
1, =1650kgm? 


a, =1.5m 


然后 保持 匀速 行驶 ， 同 时 转向 角 保 持 在 


6(t) =0. lrad ~5. 73° 


根据 式 (10. 144) ~ (10.149) 定义 的 车 辆 力 


c, = Ne sd 


Uy 


Cs =60000N/rad 
Dg =30000Nm/rad 
假设 车 辆 速度 w 随时 间 成 线性 变化 ， 在 1=10 3 
20 





Om/s 
车 辆 的 运动 方程 为 


18. 182 


z ms S 


Cg = — 120000N/rad 


D, = -195000N srad 
vy 


D; = 60000Nm/rad 
达到 最 大 速度 w =20m/s。 


0<i<io 


to <t 


-党 | +606(+) 


i = -118.18 +36.3648(1) 
v . Dy 


x 





图 10.47 和 图 10. 48 是 


vy/(m/s) 





上 述 解 的 图 形 说 明 ， 终 止 时 间 为 
ty =20s 





行 数值 积分 。 设 某 车 辆 的 性 能 














图 10.47 速度 可 变 车 和 














动力 学 中 的 侧 向 速度 


参 


(10. 549) 





H 


(10. 550) 


(10. 551) 


(10. 552) 


(10. 553) 


(10. 554) 


(10. 555) 
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ri(rad/s) 











0 5 10 5 20 25 

















图 10.48 速度 可 变 车 辆 动力 学 中 的 横 摆 角速度 





例 457 友 ”两 个 稳 态 工 况 之 间 的 转向 中 心 








设 某 车 辆 的 性 能 参数 为 
Cu = 60000 N/rad Car = 60000N/rad 
m = 1000kg 1, =1650kgm? 
a, =1. 0m a =1. 5m 
k= P g| 5133x107 a 
稳 态 响应 Sp = 1/R/5 和 Sg =B/6 为 
300 450 - 29? 
«750+ “8 750 +07 
转向 中 心 在 位 于 车 辆 质心 的 车 身 坐 标 系 里 的 坐标 ，yo) 为 
xo = —RsinB = 5 pin(Sp ô) 


yo = Rcosß = ia Sgô) 





假设 汽车 行驶 时 
6(t) =0. lrad ~5. 73° 
稳定 行驶 速度 为 
v, =3m/s 
稳 态 工 况 下 ， 和 车 辆 有 
S, =0.3952569170 Sg =0.5691699605 
5, =1. 185770751 S, =1. 707509882 
1 
R “3 5 =25.3m B =S,6 =0. 056917 rad 


r=S,6 =0. 118577rad/s v, =0. 170751m/s 


S EREE v, 从 t=0 时 的 v=3m/s 变化 到 := 加 时 的 最 大 速度 ww =20m/s, 


度 为 常数 。 稳 定 增 速 下 速度 w 的 数学 表达 式 为 


2- =H -0 + (20 -3) H(t -t)) m/s 





(10. 556) 


(10. 557) 


(10. 558 ) 


(10. 559 ) 


(10. 560) 


(10. 561 ) 


(10. 562 ) 


(10. 563 ) 


并 保持 加 速 





(10. 564) 
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H(t -7) 为 海 维 赛 德 函数 。 

















0 t<r 
Ha- ={ (10. 565) 
LS argi 
如 果 to 时 间 很 长 ， 加 速度 很 低 ， 则 速度 从 v, =3m/s 变化 到 w =20m/s 的 瞬 态 工 况 接近 








于 中 间 稳 态 工 况 。 为 了 获得 较 低 的 速度 斜率 ， 令 速度 变换 在 下 面 时 间 内 完成 

ty = 120s (10. 566 ) 
速度 变化 在 这 样 长 的 时 间 内 完成 ， 车 辆 运动 将 根据 稳 态 值 发 生变 化 。 图 10. 49 所 示 为 行驶 速 
度 的 变化 情况 ， 图 10. 50 所 示 为 侧 向 速度 的 变化 情况 ， 图 10. 51 所 示 为 横 摆 角速度 的 变化 情 
况 ， 图 10. 52 为 转向 中 心 (xo, Yo) 的 轨迹 。 








V,/(m/s) 
iS) 








0 20 40 60 80 100 120 
ils 


图 10.49 ”均匀 低 加 速度 下 车 辆 的 行驶 速度 ww , 3m/s<v, <20m/s 











ig 2 
à 20 40 60 80 100 120 
= us 
© 02 
0.4 
0.64 











图 10. 50 “均匀 低 加 速度 下 车 辆 的 侧 向 速度 几 ，3m/s< 几 大 20ms 





WER to 较 小 ， 加 速度 变 大 ， 车 辆 的 运动 将 会 偏离 接近 稳 态 的 工 况 。 为 了 提高 速度 斜率 ， 
令 速 度 变换 在 下 面 时 间 内 完成 
ty =1s (10. 567) 


图 10. 53 所 示 为 侧 向 速度 w 的 变化 情况 ， 图 10. 54 所 示 为 横 摆 角速度 > 的 变化 情况 。 为 了 与 
极 低 加 速度 行驶 相对 比 ， 转 向 中 心 坐标 (xo, yo) 的 变化 情况 如 图 10.55 所 示 ， 转 向 中 心 
轨迹 变化 情况 如 图 10. 56 所 示 。 
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0.5 
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E 0.3 
g 0.24 
0.14 
0 20 40 60 80 100 120 
tls 
图 10.51 SYS NE FEREARE r, 3m/s<v, <20m/s 
XA 
Fia 
2 0ms Sa ep 
| Fa Ux 30m/s 
| / 
< —— fi — f 
yY 40 30 20 10 
C 
图 10. 52 JS] (EF AE UL, 3m/s<v, <20m/s 
02 
< 3 
ee OME 
£ 5 
S _92 
gAs 
图 10. 53 ”均匀 高 加 速度 下 车 辆 侧 向 速度 v,，3m/s<v, <20m/s 
Gi 458% ” 稳 态 工 况 附近 行驶 的 车 辆 


车 辆 动力 学 模型 在 其 稳 态 工 况 中 工作 的 贴近 程度 很 好 。 
在 例 457 中 ,假设 车 辆 于 v, =3m/s, 80) =0. Irad 时 在 稳 态 工 况 行 驶 ， 然 后 速度 变 到 


v, =20m/s, 


车 辆 加 速度 非常 小 时 ，a =0. 14167m/s- ， 速 度 变化 用 时 120s。 速 度 变化 较 慢 时 ， 车 辆 始终 
在 稳 态 工 况 下 行驶 。 此 时 加 速度 为 0， 动 力学 函数 停留 在 其 稳 态 值 ， 并 自 此 开始 保持 稳 态 值 。 
车 辆 加 速度 在 很 高 的 值 a=17m/s? 时 ， 是 低速 时 加 速度 的 120 倍 ， 车 辆 速度 变化 用 时 


1s。 停 止 加 速 














后 ， 车 辆 用 小 于 1s 的 时 间 达 到 其 稳 态 值 ， 如 图 10. 53 ~ 图 10.55 所 示 。 图 
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10. 57 所 示 为 车 辆 转向 中 心 如 何在 高 加 速度 时 偏离 了 稳 态 工 况 值 ， 还 显示 了 加 速 停止 后 ， 转 
向 中 心 距离 稳 态 工 况 时 的 转向 中 心 有 多 远 。 


0.6 




















0.5 4 


ri(rad/s) 











0 0.5 ] 1.5 2 2.5 3 
us 
图 10.54 HAREE PEE fa Er, 3m/s<v, <20m/s 























E 
2 
0 “05 ] | 15 . 2 2.5 3 
Ws 
图 10. 55 ”均匀 高 加 速度 下 车 辆 转向 中 心 坐标 ，3m/sv <20m/s 
ax 在 120s 内 完成 速度 变 
化 时 的 转向 中 心 轨迹 4 
x 


Vx=20m/s 时 稳 态 转向 中 心 -10 


内 =3m/s 时 稳 态 转向 中 心 








54 





在 1s 内 完成 速度 变 
化 时 的 转向 中 心 轨 迹 


图 10.56 ”均匀 高 加 速度 下 车 辆 转向 中 心 轨迹 ，3m/s<v <20m/s 





例 459 娘 ”车辆 的 全 域 坐标 系 位 置 
设 某 车 辆 的 性 能 参数 为 
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eer rT Ya Tie] 20S FERE f pee 
必 =20 mAs 时 稳 态 转向 中 心 人 化 时 的 转向 中 心 轨迹 








t=0.6s / 1 / he / | _> 











1=0.4s i i Í 
j Í t=0.1s 1=0 
t =0.5s t= =0.2s 
图 10. 57 ”均匀 高 加 速度 下 车 辆 转向 中 心 轨迹 ,3m/s<v, <20m/s 
C ar =60000N/rad C。 =60000N/rad 
m = 1000kg I, =1650kgm? (10. 568) 
a, =1. 0m a, =1. Sm 
该 车 以 均匀 速度 直 驶 
v, =20m/s (10. 569) 


C=O 时 ， 汽 车 处 于 全 域 坐标 系 的 原点 ， 突 然 改 变 转向 角 











0. lrad==5.73° t>0 
6(1) = (10. 570) 
0 t<0 
根据 式 (10. 144) ~ 式 (10. 149) 的 定义 计算 车 辆 力 系 系数 为 : 
C, = 1500Ns/rad Cg = —120000N/rad 
C, =60000N/rad D, = -9750Nms/rad IG ont) 
Dg =30000Nm/rad D; =60000Nm/rad 
速度 可 变 车 辆 运动 学 的 稳 态 值 
1 
R= 357 38. 33m B =S,5 = -0.0304rad (10.572) 
r = S,ô =0.522rad/s v, =S,6 = -0.608m/s 
运动 方程 的 解 为 
ù, +6v, +18. 5r =608(t) =6 (10. 573) 
i —0. 909v, +5. 909r =36. 3638(t) =3. 636 (10. 574) 
对 于 初始 条 件 
v, (t) —0. 609 +e 75°" (2, 347sin4. 1t +0. 609cos4. 1t) 
2 (10. 575) 
r(t) 0. 522 +e 75° (0. 129sin4. 1t —0. 522cos4. 1t) 
车 身 坐 标 系 相对 于 固定 全 域 坐标 系 的 角度 位 置 为 
0 
= | reac (10. 576) 


车 辆 在 车 身 坐 标 系 中 的 速度 天 量 为 





im 


10 ”车辆 平面 动力 学 119 





ee (10. 577) 
所 以 ， 车辆 在 全 域 坐 标 系 中 的 速度 矢量 为 


EE ed A 





(10. 578) 
E pe oa p 图 
v, cosy +v, siny 
车 辆 质心 的 全 域 坐标 应 为 
X = [oydi = {Cocosp ~ v, simp) di (10. 579) 
Y = [wd = | Cv,cos + v,sinp) dt (10. 580) 





Fein PARA AEIN , FERRATE A EP EY BA Je] Td BE AE A on AR RAS HS I] 
位 于 




















xo = —RsinB =1. 1651m (10. 581) 
yo = Rcosß =38. 312m (10. 582) 
所 以 转向 中 心 的 全 域 坐标 应 为 
c 
[l-e wl | (10. 583) 
SU, Gr, 是 在 坐标 系 G 中 表示 的 坐标 系 B 的 原点 相对 于 坐标 系 GC 的 原点 的 位 置 矢量， 可 以 
是 稳 态 转向 圆周 上 的 任意 一 点 。 图 10. 58 所 示 为 车 辆 运动 路 径 和 稳 态 转向 中 心 。 
AX 
运动 轨迹 Be 


上 30 








X —100 —80 




















图 10.58 转向 角 阶 跃 后 车 
例 460% RTT FE 
耦合 方程 式 (10. 188) 可 以 整理 成 只 含 一 个 变量 的 二 次 微分 方程 ， 为 此 可 以 将 方程 
写作 


a 


FE 均 匀速 度 下 的 运动 轨迹 











v, = (oC +rC,v, — mr? +6v,C;) (10. 584) 
” mo, 
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1 








r= To, "Pe +rD w, + 6v,D5) (10. 585) 
设 匀速 前 进 速度 
v, = 常数 (10. 586) 
对 式 (10.585) 求 导 得 到 : 
1 ，， 
r “Ty Pe +rD,v,) (10. 587) 


将 式 (10.584) 代入 式 (10. 587) 











r re (WC +rC,v, - mro, + 6v.Cs) |Dg aa 
+ p Di + 6v.D; 
再 从 式 (10.585) 中 提出 w 得 到 如 下 方程 式 : 
mlv, 7 — (LCg +mD,v,) i + (D,Cg - C,Dg +mv,Dg)r (idiz 
= - (8C;D, -8C,D; +m ôv, Ds) 
该 方程 类 似 于 单 自由 度 受 迫 振动 系统 的 运动 方程 
mar + Coa? + hr =feq(t) (10. 590) 
式 中 等 效 质量 mqr BJE cog. MIE ka A Sg (1) 分 别 为 
mes = m/l, (10. 591) 
Coq =- (Cg +mD,v,) (10. 592) 
ke =D,Cg - C,Dg + mv,Dg (10. 593) 
_ _,, 80) 
fog(t) = =m 1 Ds + (CaDg - CgDs) 8C) (10. 594) 





可 以 像 分 析 振 动 系统 一 样 用 式 (10.589) 确定 车 辆 的 性 能 ， 方 程 对 阶 跃 转 向 输入 的 响 
应 可 以 用 上 升 时 间 、 上 峰值 时 间 、 超 调 时 间 和 沉降 时 间 表 示 。 








10.8 小 结 


通过 忽略 车 辆 侧 倾 运动 将 车 辆 运动 简化 为 刚性 自行 车 在 平面 的 运动 ， 这 种 车 辆 在 设置 于 
车 辆 质心 C 处 的 车 身 坐 标 系 中 存在 3 个 自由 度 : 正 向 运动 、 侧 向 运动 和 横 摆 运动 。 如 采 车 
辆 是 前 轮转 向 车 辆 ， 其 动力 学 方程 可 以 表示 为 关于 (vw,， v, r) 变量 的 形式 ， 即 如 下 三 个 
耦合 的 一 阶 常 微分 方程 。 





ee (10. 595 ) 
x m y 
v, ee, -a Caf + aCo)r ed Cop + Cup) By pleg -7 (10. 596) 
” m, mv, ” m 
al 1 1 10. 597 
r S -a1 Cas -a3 Car )T ET -aC ar) Vy Era aS ( ) 


第 二 个 和 第 三 个 方程 可 以 写成 关于 [w， r] 的 矩阵 形式 
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_ Cot + Cou -a Cof + QCor E Ci 
| v, | 2 mv, mv, 1 m : (10. 598 ) 
r a, Caf — Ay C yg, a Cat +a3C., r a, Coe 
5 Lv, 7 Lv L 
或 者 可 以 写成 关于 [B6 +]? 的 矩阵 形式 
Cur t+ Cur -a Cup tan Cy, Gos 
2 om 2 ~ 
e|- i M B ge te 3 (10. 599) 
r A, Caf — 7 Cy, ail yt +a3C,, r a, Cop 
5 L z Lv, L 
10.9 主要 符号 
a 以 及 % 加 速度 Fa 前 轮 侧 向 力 
a; Æp i 距 质心 的 距离 Py 后 轮 侧 向 力 
[A] 力 系数 和 矩阵 F, we, Hey, RR 
by 从 后 轴 到 铵 接点 的 距离 F, M 车 辆 的 力 系 
by 从 铵 接点 到 拖车 轴 的 距离 Z, g 重力 加 速度 
B (Cxyz) 车 辆 坐标 系 G (OXYZ) 全 域 坐标 系 
C 质心 I BEE 
Ca 轮胎 侧 偏 刚度 系数 K 稳定 性 因数 
Cu 前 轮胎 侧 偏 刚度 系数 L SHEE ; 
Cot, 左前 轮胎 侧 偏 刚度 系数 £ 拉 格 朗 日 函数 
Car 右前 轮胎 侧 偏 刚度 系数 m 质量 
C.. 后 轮胎 侧 偏 刚度 系数 M, 侧 倾 力 矩 ， 倾 斜 力矩 ， 倾 斜 
Gis 左 后 轮胎 侧 偏 刚度 系数 
Cs 右 后 轮胎 侧 偏 刚度 系数 x 
C., =, D, 力 系 系数 w a 
C, F, 与 r 的 比例 系数 pag ee 
Cp F, 5B 的 比例 系数 P SN HE 
Cs F, 与 8 的 比例 系数 Pa PEFEA 
D, M, 与 + 的 比例 系数 q=0 俯仰 角速度 
De M, 与 B 的 比例 系数 4 控制 变量 向 量 
Ds M, 5 8 的 比例 系数 qi 广义 坐标 
d Ae EM bp FR L E e et r= 横 摆 角速度 
dy 中 性 转向 距离 r 位 置 向 量 
itt 质量 微 元 R 转向 半径 
XN R, 轮胎 半径 
A i ee Ry MARR B 到 坐标 系 6 的 旋 
F 侧 向 力 转 和 矩阵 
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S =K/ô 曲率 响应 B 车 辆 侧 偏 角 
Sg =B/5 侧 偏 角 响 应 B 方位 角 
S, =r/8 横 摆 角 速度 响应 Bt+y 巡航 角 
S, =02/R/8 向 心 加 速度 响应 6 转向 角 
S, 侧 向 速度 响应 ôr 前 轮转 向 角 
Dy, Sy, 稳 态 响应 ô, 后 轮转 向 角 
Si =1/ 只 。 阿 克 曼 转向 梯度 0 俯仰 角 
t 时 间 0 =q 俯仰 角速度 
了 轮胎 坐标 系 k=1/R 曲率 
T PEFEA À 特征 值 
u 输入 向 量 p 侧 倾角 
v 以 及 %,，v ”速度 2 =P 侧 倾角 速度 
V 势能 y 横 摆 角 ， 航 向 角 
w 轴 距 w 角速度 
X, Y, Z, X 位 移 w 角 加 速度 
a 侧 偏 角 
E 全 域 侧 偏 角 
习 题 
1. 力 系 系数 


设 某 一 个 前 轮转 向 汽车 的 参数 如 下 
Cos, = Cot, =SOON/(°) 
m =1245kg 


Cor, = Cory =460N/(°) 
I, =1328kem* 
a, =110cm a, =132cm 
(a) 试 确定 力 系 系数 C,、Cp、C;、D,、Dg ADs. 
(b) 试 绘 出 0 <v, <60m/s Rt, MEX v, 函数 的 C,、D, 曲线 。 
2. 力 性 能 系数 的 量 纲 
试 确定 力 系 系数 C,、Cs、C;、D,、Ds 和 D; 的 量 纲 。 
3. 汽车 力 系 及 其 两 轮 模 型 
设 某 前 轮转 向 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cory = Cat, = Coty, =500N/(°) 





a, =110cm 

m = 1205kg 
(a) 试 确定 作用 在 两 轮 车 辆 模型 上 的 力 系 
F,=C,r+CeB + C56 
M, =D,r + DgB + Ds6 


a, =132cm 


I, = 1300kgm?* 


(b) 试 写 出 汽车 的 运动 学 方程 
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Fi=mo0, +mrv, 
Fy, =m Vy +m, 
M, =t, 
(c) 试 推导 力 系 系数 ， 其 中 速度 单位 用 km/h， 而 非 m/s. 
4. 前 轮转 向 汽车 的 运动 方程 
设 某 前 轮转 向 汽车 的 参数 为 
Cor, = Garg = Got, = Cate =500N/ (°) 








Pe = 110cm a, = 132cm 
m =1245kg 1, =1328kgm? 
v, =40m/s 
试 构建 运动 方程 
q= [A] q+u 


5. 非 线性 轮胎 性 能 
假设 车 辆 轮胎 的 侧 偏 刚度 系数 是 非 线性 的 ， 在 a 较 大 时 产生 侧 向 力 的 能 力 会 降低 
C =C -Co 








(a) 试 构建 车 辆 力 系 。 

(b) 试 推导 前 轮转 向 汽车 平面 自行 车 模型 的 运动 方程 。 
6. B 的 非 近似 处 理 

不 用 下 面 近 似 关 系 





构建 汽车 的 平面 自行 车 模型 力 系 。 
(b) 假设 
F = -Cra +C F, = -Co,+Co 
构建 汽车 的 平面 自行 车 模型 力 系 。 
7. 关于 不 同 变量 的 运动 方程 





设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cory = Cat, = Cor, =500N/(°) 
a, =100cm a, =120cm 
m = 1000kg I, = 1008kgm? 
v, =40m/s 


试 分 别 构建 下 面 情况 的 运动 方程 
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(a) 汽车 为 前 轮转 向 ， 以 〈?. ，i F) 为 变量 。 
(b) REIRE, A Cis, d, F) 为 变量 。 
(c) 汽车 为 前 轮转 向 ， 以 (5,， A H) 为 变量 
(d) REAM, U (i, B, E) 为 变量 。 


稳 态 啊 应 参数 
设 某 汽车 的 参数 为 
Cort, = Cat, =SOON/(°) Cor, = Cor, =520N/(°) 
m =1245kg I, =1328kem* 
a, =110cm a, =132cm 
(a) 确定 稳 态 响应 Se, Sp. SL, S, AIS, 
(b) 绘 出 稳 态 响应 关于 vw, 的 曲线 。 
(c) 确定 各 参数 在 w =40m/s 时 的 取 值 。 
9. 稳 态 运动 参数 
设 某 汽 车 的 参数 为 
Cos, = Cot, =600N/(°) Cor, = Cory =ISON/(°) 
m = 1245kg I, =1128kgm* 
a, =120cm a, =138cm 
v, =20m/s ô =3° 


(a) 确定 +、R、B 各 AR 的 稳 态 值 。 
~ 求 转向 中 心 的 坐标 。 
太 惯 性 和 稳 态 参数 


a 其 x xy xz 三维 尺寸 为 260cm x140cm x40cm， 如 果 


盒 密度 为 p =1000kg/m? ， 其 他 参数 为 
C Co, =600N/(°) Car, =Cu =550N/(°) 


af, = 


(a) Rm, Lo 
(b) 将 稳 态 响应 作为 关于 vw 的 函数 , R Se Sg. S,. Sa 和 S,。 
(c) 汽车 转向 角 6=4° 时 转向 半径 为 R=35m， 求 v。 
(d) 求 上 题 中 速度 下 的 稳 态 参 数 r-、R、B 和 ww/R 和 转向 中 心 。 
(e) 令 汽 车 速度 为 
v, =20m/s 
绘 出 稳 态 响应 Se. Sp. S, Sa PIS, 对 变量 及 的 函数 曲线 。 
11. 稳定 性 因数 和 不 足 转 向 性 能 
(a) WR a =a ， 试 求 汽车 为 不 足 转向 车 辆 的 条 件 。 
(b) WR Cur = Cu， 试 求 汽车 为 不 足 转向 车 辆 的 条 件 。 





(c) 证 明 如 果 前 、 后 轮胎 满足 Cu = C6,， 欲 使 汽车 为 不 足 转 向 ， 则 其 车 前 部 


应 相对 
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(d) 证 明 如 果 a, =a,， 则 和 欲 使 汽车 为 不 足 转向 ， 其 前 、 后 轮胎 应 满足 Car > Coro 

12. 稳定 性 因数 和 汽车 质量 

HF. F Mmg RR a 和 a,， 并 求 出 K 的 表达 式 ， 分 析 汽 车 质量 分 布 对 稳定 性 因数 的 
影响 。 


13. 稳定 性 因数 和 汽车 性 能 


某 汽车 的 参数 为 
Cot, = Cat, =500N/(°) Cor, = Cory =460N/(°) 
m =1245kg I, = 1328kem* 
a, =110cm a, =132cm 


v, =30m/s 

求 其 稳定 性 因数 ， 并 

(a) 试 确定 汽车 是 不 足 转 向 、 中 性 转向 还 是 过 度 转 向 。 

(b) 试 确定 中 性 转向 距离 dyo 

14. 妈 汽 车 的 临界 速度 

比较 曲率 响应 、 侧 偏 角 响应 和 横 摆 角速度 响应 的 临界 速度 ， 并 排序 。 如 果 各 临界 速度 可 
能 相等 ， 求 发 生 这 种 情况 的 条 件 。 

15. 汽车 的 临界 速度 















































设 某 汽车 的 参数 为 
Cu = Cot, = TOON/(°) Cu = Cary =520N/(°) 
m = 1245kg I, =1328kgm* 
a, =118cm a, =122cm 





(a) 试 确定 汽车 是 不 足 转 向 、 中 性 转向 还 是 过 度 转向 。 
(b) 在 过 度 转向 情况 下 ， 试 确定 汽车 的 中 性 转向 距离 dy 和 临界 速度 v, o 
16. 过 度 转 向 车 辆 的 稳 态 半径 R 


设 某 汽车 的 参数 为 
Cu = Caty =500N/(°) Cor, = Cory =460N/ (°) 
m = 1245kg I, =1328kgm* 
a, =110cm a, =132cm 


(a) WRH v, 表示 的 及 ， 并 绘 出 以 w 为 自 变量 , R 为 因 变 量 的 曲线 。 
(b) 对 换 w Al a, 
a, =132cm a, =110cm 
试 求 用 w KIRII R, FEMA», NAZE, R 为 因 变 量 的 曲线 。 
17. 不 同 速 度 下 的 阶 路 输入 响应 








设 某 汽车 的 参数 为 
Cot, = Cat, =600N/(°) Car, = Corg =750N/(°) 
m = 1245kg I, =1328kgm* 
a, =110cm a =132cm 


阶 跃 输入 为 
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° t>0 
ea ' 1<0 
求 汽车 在 下 列 行驶 速度 时 的 时 间 响 应 ， 并 绘 出 > 对 时 间 的 曲线 。 
(a) v, =10m/s 
(b) v, =20m/s 
(c) v, =30m/s 
(d) v, =40m/s 
(e) 求 各 种 情况 下 的 rmo ME rws 是 否 与 w 是 线性 正比 关系 。 
(H RRF v, 的 ry 函数 ， 并 根据 ry 曲线 描述 关心 的 车 辆 性 能 。 
18. 稳 态 转 癌 中 心 函数 





设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cos, ~30000N/rad Cor, = Cory ~ 30000N/ rad 
m = 1000kg 1, =1650kgm* 
a, =1.0m a, =1.5m 
m| 42 a =} 
=—|— - =1.33x10°7° >0 
P Cat Car Å 


(a) 求 转向 中 心 坐标 (xo, Yo) 

(b) 验证 是 否 可 以 消去 Vy 求 出 Yo =f(%0) o 
(c) 用 线性 函数 近似 计算 yo =f(xo)。 

19. 稳定 性 因数 分 析 








设 某 汽车 的 参数 为 
Cat =57296N/rad Car =52712N/rad 
m=917kg I, =1128kgm? 
l =2. 55m a, =x a, =l-x 


(a) 绘 出 关于 x 的 天 函数 曲线 。 

(b) 六 绘 出 关于 x 和 vw, WS, 函数 曲线 。 

20. 女 质 心 和 速度 

假设 汽车 的 质心 位 置 可 以 随 着 其 行驶 速度 的 变化 而 改变 ， 行 驶 速度 为 0 <v, < 100m/s。 








Cup =57296N/rad Car =52712N/rad 
m=917kg I, =1128kgm? 
Vy Vy 
l=2. 55m a =1+710 a =l -1 -00 


(a) 绘 出 关于 x AY K 函数 曲线 。 
(b) 绘 出 关于 w WS, 函数 曲线 。 
21. 克 对 不 同 转向 角 的 阶 路 输入 响应 


设 某 汽车 的 参数 为 
Cu =Cu = O00N/(°) Can, = Cor, =750N/(°) 
m = 1245kg I, =1328kem* 
al =110cm a =132cm 


v, =20m/s 
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确定 阶 跃 角 输入 下 汽车 的 时 间 响 应 

air) =f 

0 

并 绘 出 下 列 情况 下 关于 w 的 7 函数 曲线 : 
(a) 6=2°, 6=3°、 68=4°、 6=5°、 6=6°、 6=7°、 6=8°、6=9°、 6=10°, 
(b) 求 各 种 情况 下 的 rw ME ry 是 否 与 v 是 线性 正比 关系 。 
(e) 求 关 于 vw, 的 ry, 函数， 并 根据 ry 曲线 描述 关心 的 车 辆 性 能 。 
22. 女 特 征 值 和 自由 响应 


t>0 
t<0 





























设 某 汽车 的 参数 为 
Cu = Cot, = 600N/(°) Cur, = Cong = TSON/(°) 
m = 1245kg 1, =1328kgm* 
a, =110cm a, =132cm 
v, =20m/s 





(a) 试 求 系数 矩阵 [A] 的 特征 值 ， 确 定 汽车 在 零 转 向 角 时 是 否 稳定 。 
(b) 求 汽车 中 性 稳定 转向 时 的 质量 分 配 比 a / 。 

(c) 提出 令 汽车 稳定 的 质量 分 配 比 a/a 条 件 。 

23. ae XE AS [E] AE E pa BSCE H Tia] i 























设 某 汽车 的 参数 为 
Cu = Cor, = O00N/(°) Cor, = Cory, =750N/ (°) 
m = 1245kg I, =1328kem* 
a, =110cm a, =132cm 
v, =20m/s 





求 下 列 情况 下 的 时 间 响 应 

(a) 0<t<107 WY, 6(1) =sin0. 1t; t<0 Fl tS10n HF, 6(1) =0。 
(b) O<t<2a 时 ,6(1) =sin0. 5t; t<0 FI t=2m I, S(t) =0。 
(c) O<t<al, 6(1) =sint; t<0 MltSaif, 6(1) =0。 

24. 太 两 个 稳 态 工 况 之 间 的 瞬 态 工 况 

设 某 车 辆 的 前 轮转 向 平面 自行 车 模型 参数 为 





Cup =57296N/ rad Car =52712N/rad 
m =917kg I, =1128kgm? 
a, =0.91m a, =1.64m 


(a) SR v, =10m/s 和 w =30m/s FF S, 的 稳 态 值 。 
(b) 假设 汽车 速度 突然 变化 ， 求 车 辆 在 这 两 个 稳 态 工 况 之 间 的 瞬 态 性 能 。 
25. 转向 中 心 的 瞬 态 轨迹 





设 某 车 辆 的 参数 为 
Cu = Cat, ~3000N/rad Con, = Cory ~3000N/ rad 
m = 1000kg I, =1650kgm* 
a, =1.0m a, =1.5m 


(a) R v, =1m/s FI v, =10m/s 时 的 稳 态 响应 S,、Sgpg、S,、S6o 
(b) 求 6=0 时 的 临界 速度 。 
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(c) 分 别 计算 ww = lm/s、 临 界 速度 、w = 10m/s 时 转向 中 心 的 坐标 。 

(d) BREEN v, =1m/s 时 汽车 在 稳 态 工 况 下 ， 速 度 突然 变化 到 vw = 10m/s 并 保持 
不 变 ， 求 两 个 稳 态 工 况 之 间 转 向 中 心 的 轨迹 。 

26. 线性 模型 动力 学 








设 某 车 辆 的 参数 为 
Cot, = Cot, ~ 3000N/rad Cor, = Cor, ~3000N/rad 
m = 1000kg I, =1650kgm* 
a, =1.0m a, =1.5m 
对 于 阶 路 转向 角 变 化 
5° 1>0 
a “To 1<0 


比较 车 辆 平面 模型 和 线性 化 模型 的 瞬 态 性 能 。 


lik 车辆 侧 倾 动 力学 


本 章 对 具有 前 进 、 侧 向 、 横 摆 和 侧 倾 运 动 的 刚性 两 轮 车 辆 建立 动力 学 模型 ， 与 刚性 两 轮 
车 辆 平面 模型 相 比 ， 带 侧 倾 的 刚性 车 辆 模型 更 准确 ， 也 更 有 效 。 应 用 该 模型 ， 可 以 分 析 车 辆 
的 侧 倾 性 能 和 操纵 性 。 


11.1 文 ”车辆 坐标 和 自由 度 








图 11. 1 所 示 为 设 在 车 辆 质心 C 处 的 车 身 坐 标 系 B( Cxyz) ， 其 x 轴 是 一 条 通过 质心 并 指 
向 车 前 方 的 纵向 轴 ， 其 y 轴 指 向 驾驶 人 所 在 视角 的 左 侧 ， 其 z 轴 指 向 使 该 坐标 系 符合 右手 定 
则 的 方向 。 一 辆 汽车 停放 在 水 平 道 路 上 时 ，z 轴 垂 直 于 地 面 ， 并 与 重力 加 速度 8 的 方向 相 
反 ， 车 辆 的 运动 方程 应 在 坐标 系 B( Cxyz) 中 表示 。 














图 11.1 刚性 车 辆 侧 倾 模型 的 自由 度 为 : *, y, pg Aly 











车 辆 的 姿态 角 和 姿态 角速度 采用 三 个 角度 : 侧 倾角 p、 俯 仰角 0、 横 摆 角 y 以 及 三 个 角 
速率 : 侧 倾 角速度 p、 俯 仰角 速度 g 和 横 摆 角速度 > 来 描述 。 





per (11.1) 
q=0 (11.2) 
pe (11.3) 


车 辆 力 系 (F, M) 是 车 辆 受到 的 来 自 地 面 和 环境 的 外 力 和 外 力矩 的 共同 作用 ， 车 辆 力 
系 可 以 在 车 身 坐 标 系 表示 为 
BR=F,i+F,j+F,kh (11.4) 
BM=M,î+M,j +M, k (11.5) 
车 辆 侧 倾 动力 学 模型 可 以 用 四 个 运动 学 变量 表示 : 正 向 运动 x*、 侧 向 运动 y、 侧 倾角 p 
和 横 摆 角 Po 
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11.2 女 “运动 方程 


具有 侧 倾 和 横 摆 运动 的 刚性 车 辆 有 四 个 自由 度 ， 即 x 方向 和 y 方 向 的 平 动 ， 绕 x 轴 和 绕 
z 轴 的 转动 。 
车 身 坐 标 系 B 中 侧 倾 刚性 车 辆 的 牛顿 - 欧 拉 运动 方程 为 





F,=m ù, -—mr, (11.6) 
F,=m i, +mr, (11.7) 
M, =I. 0, = (11.8) 
M, =1,@, =1, p (11.9) 


证 明 : 设 某 车 辆 如 图 11.2 所 示 ， 全 域 坐标 系 G 设 在 地 面 上 ， 和 车 映 坐 标 系 B 设 在 车 辆 的 
质心 C 上 。Z 轴 和 z 轴 互相 平行 ， 坐 标 系 B 的 姿态 可 以 用 X 轴 和 x 轴 之 间 的 航向 角 光 ， 以 及 
Z 轴 和 z 轴 之 间 侧 倾角 p 表示 ， 质 心 的 全 域 位 置 矢量 记 作 “d。 








图 11.2 ”有 侧 倾 和 横 摆 运动 的 车 辆 


在 车 身 坐标 系 中 刚体 的 运动 方程 为 


BF = =PR; F = BRolmE "Ap ) =mba, 














(11. 10) 
=m? Li ,+mew, xX vp 
SM -dsr 8 iy =" È + hey x HL aan 
=216op+6opx(27Cmwp) 
车 身 坐 标 系 中 表示 的 速度 矢量 为 
Vx 
"i = ov, (11.12) 
0 
IP, v, 是 " 的 正 向 分 量 ; v, 是 v 的 侧 向 分 量 。 刚 性 车 辆 的 其 他 运动 矢量 为 
vy 
oT ae (11. 13) 
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Oo, p 

co= 0 = 0 (11. 14) 
oO, r 
O, p 

bws= 0 = 0 (11.15) 
D i 


IB 4 Ab hp HE EY EA AR, AAR RA PO PR oh EEE 

I 0 0 L 0 0 

8J= 0 L0=0 7 0 (11.16) 
0 0 7 0 0 万 


Zz 


将 上 述 矢量 和 矩阵 代 和 人 运动 方程 式 〈11. 10) AA (11. 11) 得 到 如 下 方程 : 











BF =m? vp +miop x? opg (11.17) 
F, D, y Vy m v, = Mv, 
x =m Vy +m 0 x vy, = m vb, + MD (11. 18) 
F, 0 w, 0 mv, 
"M = "TG dg + cwn x ("low) (11. 19) 
M, L 0 0 o, w, L 0 0 o, 
M, =0 h 0 0+0x 0 7 0 
M 0 0 I w, 0 07 w, 
l mi : (11.20) 
L Oy 


= 10,0, -1,0,0, 
L Ww, 


式 (11.18) 的 前 两 个 牛顿 方程 是 x 方向 和 yy 方 向 的 平 动 运动 方程 。 
F, mv, —mw,v, 
向 k D, +mo,v, 


mo,v, =F 








(11.21) 





第 三 个 牛顿 方程 
(11.22) 
给 出 了 使 车 辆 保持 在 地 面 的 协调 性 条 件 ， 但 是 ， 因 为 忽略 了 重力 和 yy 方向 的 运动 以 及 绕 y 方 
向 的 转动 ， 所 以 z 方 向 的 方程 是 不 完备 的 。 

I (11.20) 的 第 一 个 和 第 三 个 欧 拉 方程 是 绕 x 轴 和 z 轴 转 动 的 运动 方程 。 


























网 L O, 
= (11.23) 
M, L w, 
第 二 个 欧 拉 方 程 
10,0, —1,0,0, =M, (11.24) 


132 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 〈 下 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





i= 


使 车 辆 保持 在 地 面 所 需 俯仰 力矩 的 另 一 个 协调 性 条 件 。 
例 461 廊 ”六 自由 度 车 辆 的 运动 











设 某 车 辆 在 空间 运动 ， 这 样 的 车 辆 有 六 个 自由 度 。 为 了 建立 这 种 车 辆 的 运动 方程 ， 需 要 





定义 如 下 运动 学 参数 ; 
Vy V 
ver vy focs vy 
v v, 

w, w, 

Lp = Wy C @p = o, 

w, w 


车 辆 在 车 身 坐 标 系 中 的 加 速度 矢量 为 


V, FOV, -0V 


B 


Bo B B x 
a= 7p+COPX Vp= V+ — WV, 


V, + 0,0, — Ov, 


所 以 车 辆 的 牛顿 运动 方程 为 


F, Vy FOV, = Wy 
F, =m Vy EWV, 0V; 
F . 

z Vs + Orv — OV, 


为 了 求 出 欧 拉 运动 方程 


SM = 276 WBp + Cp x (Fog) 








需要 定义 质量 矩 矩 阵 ， 并 进行 矩阵 运算 。 假 设 车 身 坐标 系 为 主 坐标 系 ， 则 





BIB ， B B7B 
Ie wp + cop X (“Tews ) 





iO Oy oh È L 0 
=0 J 0 w, + 0, X 0 L 
Or Tee : 0 0 

wl -0,0 + 0,01; 

= wh +0,0,1; -0,0l 

wb -0,0,1, + 0,01 

因此 ， 车 辆 的 欧 拉 运动 方程 为 

M, oli -0,0 +w,0l 
M, = wh + ow -ww 
M, wl; -w,w,l, +0,0,15 





式 (11.28) 和 式 (11.31) 是 有 俯仰 自由 度 汽 车 的 运动 方程 。 





0 oa, 
0 w, 
L w, 


(11.25) 


(11.26) 


(11.27) 


(11.28) 


(11.29) 


(11.30) 


(11.31) 
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例 462 文 ”从 一 般 运 动 推导 侧 倾 刚性 车 辆 运动 

可 以 从 一 般 车 辆 的 六 自由 度 运动 ， 式 (11.28) 和 式 (11.31)， 推 导出 侧 倾 刚性 车 辆 的 
运动 方程 。 

设 某 四 轮 车 辆 的 自行 车 模型 在 道路 上 行驶 ， 因 为 车 辆 不 能 沿 z 轴 方 向 运动 ， 同 时 也 不 能 
绕 y 轴 方 向 转动 ， 所 以 





v=0 =0 w=0 6&,=0 (11.32) 
同时 ， 自 行车 模型 中 = 方向 的 合力 ， 绕 7 方向 的 合力 矩 应 该 为 0。 
已 =0 M,=0 (11.33) 
将 式 〈11.32) 和 式 (11.33) 代入 式 (11.28) 和 式 (11.31) 得 到 如 下 力 系 。 
F, Ù, — WaDy 
F, =m Ù, HOV (11.34) 
F, WV, 
M, wh 
M, = w,w-l -o,0,1; (11.35) 
M, òh 


11.3% AMHR 


为 了 确定 作用 在 刚性 车 辆 上 的 力 系 ， 需 要 先 定义 车 轮 轮 胎 接地 印迹 上 的 力 系 。 轮 胎 接 地 印迹 
上 的 侧 向 力 取决 于 轮胎 侧 偏 角 ， 然 后 将 轮胎 接地 印迹 上 的 力 系 转移 并 作用 到 车 辆 侧 倾 模型 上 。 


11.3.1 轮胎 力 系 和 车 身 力 系 


图 11. 3 所 示 为 某 车 辆 的 车 轮 1。 在 C 坐标 系 中 作用 的 力 系 分 量 ， 由 于 车 轮 ; 的 轮胎 接地 
印迹 上 的 力 是 




















F, =F, cos6; - F, sind; (11. 36) 











y~< 








yı 


图 11.3 车 轮 1 的 轮胎 接地 印迹 上 的 力 系 以 及 它们 作用 在 C 上 的 合力 
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F, =F, cos6; + F, sind; (11. 37) 
M,,=M,.. (11. 38) 
M,=M,. (11.39) 


aH, (x; yi, =) 是 车 轮 ; 的 车 身 坐标 系 坐标 。 本 例 分 析 中 ， 为 了 简化 方程 ， 忽 略 了 轮胎 
力矩 在 轮胎 接地 印迹 上 的 分 量 M，。 
车 身 坐 标 系 中 用 于 分 析 刚 性 车 辆 侧 倾 模型 的 刚性 车 辆 上 主要 力 系 的 合力 为 


°F, = DF = > F, cos; - DF,sing, (11.40) 
BEE SF, = yd + Ş.F, sina (11.41) 
or - TM, + EnF, - Sar, (11. 42) 
sy, = 5M, P zar, 7 Sy, (11.43) 


证 明 : 为 了 简化 车 辆 侧 倾 动力 学 模型 ， 忽 略 掉 小 侧 倾角 度 时 ， 轮 胎 接地 印迹 中 心 上 的 轮 
全 坐标 系 和 车 轮 中 心 上 的 车 轮 坐 标 系 之 间 的 差别 。 在 车 轮 坐 标 系 多 中 ， 某 车 轮 轮胎 接地 印 
迹 上 产生 的 力 系 为 


VFR =[F,, Fo F, l" (11.44) 
"M, =[M, M, M,] (11.45) 
HCA SAW APE TE bin B 的 车 轮 - 车 身 坐标 系 C 的 旋转 矩阵 为 
cos6| -sin6! 0 
“Ry = sind, cos6| 0 (11. 46) 
0 0 1 
所 以 ， 作 用 在 车 轮 轮 胎 接地 印迹 上 与 车 辆 坐标 系 平行 的 力 系 为 
Cr =°R,"F,, (11.47) 
Fy, cosé, -sinô 0 F; 


Ey = sind, cos6,; 0 Eys 


F 1 F 
a 0 9 zy (11. 48) 


F, cos6, -PF, sind, 


= F, cosd, +F, sind; 


F Zy 
IM, ="'R, M, (11. 49) 
M. cos6! -sinô 0 Ms 
M y = sinô cosô 0 M Yy 
M, 0 0 1 M 


M, cosô; - M, sinô; 


M, cos61 +M, sind, (11.50) 
M 


2. w 
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AEM, ， 将 各 轮胎 上 的 力 系 平移 到 设 于 车 辆 质心 C 处 的 车 号 坐标 系 B 上 ， 生 成 作用 在 
车 辆 上 的 总 力 系 
°F = YR, = rit YF yl (11.51) 


PM = > "M, 


= DM,i+ X m, k + È B, xF, 


RP, B 是 车 轮 ;的 位 置 矢量 。 


(11.52) 








B, =x; +y;j +z k (11.53) 
推导 式 (11.51) 时 ， "HEDEF, -mg=0。 展开 式 (11.51) 和 式 (11.52) 可 以 得 到 
车 辆 的 整个 力 系 。 





F, = > F,.cosd, - >) F, sinô; (11.54) 
EF, = > F, cosd; + > F, sind; (11.55) 
2M, = DM + È yF,- X zF, (11.56) 
BM, = X M, + XF,- D yF, (11.57) 
对 于 两 轮 车 辆 模型 有 
Xl =a, Xo = — ay 
11.58 
yı =y% =0 ( ) 
Zi =R; Xo =R, 
对 于 这 样 的 车 辆 ， 忽 略 轮胎 R AR, 减 小 的 影响 ， 力 系 简化 为 
BF, = F, cosô; + F, cosô, — F, sind, — F, sinô, (11.59) 
°F, =F, cosô, +F, cosô, +F, sinô, +F, sinô, (11. 60) 
2M, =M, +M, (11.61) 
£M, =M, +M, +a,F, -a)F,, (11.62) 
11.3.2 女 ”轮胎 侧 向 力 
如 果 转 向 机 构 的 转向 角 记 作 65， 侧 倾 车 辆 实际 转向 角 5。 
5, = +6, (11. 63) 
式 中 ，5。 是 侧 倾 转向 角 。 
5p =C5,9 (11. 64) 


侧 倾 转向 角 6。 与 侧 倾角 o 成 正比 ， 系 数 Cs PTE AU RS a] FA. REMF Tm] ES ERD ee AR 
HAZET EERE, AT E e a A id PA A 
a; =B; -04 =B; -6; - 6, (11.65) 
APF, bi 是 速度 矢量 v 和 车 号 x 轴 方 向 之 间 的 夹 角 ， 称 作 车 轮 侧 偏 角 。 
这 样 的 车 轮 在 小 侧 偏 角 时 产生 的 侧 向 力 为 
为 = -Cai -Cop: = -C,(B; -6; -Ca i) z Cop 

















(11. 66) 
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C, 是 轮胎 外 倾 推力 系数 ， 该 系数 源 于 车 辆 的 侧 倾 。 两 轮 车 辆 模型 中 的 车 轮 侧 俩 角 B; 可 以 近 
似 取 为 














Vy 十 Xir 一 Cgp 


i (11. 67 ) 

进而 求 出 用 车 辆 运动 学 变量 表示 的 侧 向 力 及 。 
Fy = -n Cer By 6,8 + (CaCa, Cp) p+ Cd, (lepa) 
B= 二 (11.69) 


v 


x 


Cp 为 车 轮 侧 倾 角速度 系数 。 
TEAR: 车 辆 侧 倾 时 ， 轮 胎 上 会 发 生 一 些 新 的 作用 ， 从 而 引入 了 轮胎 性 能 的 新 动力 学 项 。 
最 重要 的 反应 是 : 
1) 轮胎 外 倾 推力 忆 ， 是 由 车 辆 侧 倾 引起 的 侧 向 力 ， 假 设 外 倾 推力 与 车 辆 侧 倾角 o 成 
正比 。 























Fg = -Cop (11.70) 
dF, 

C =-= (11.71) 
e~ do 





2) 车 轮 侧 倾 转向 角 8。 ， 是 由 车 辆 侧 倾 引起 的 车 轮转 向 角 。 大 多 数 悬 架 机 构 会 在 车 辆 侧 
倾 和 悬 架 机 构 偏 转 时 引起 一 定 的 转向 角 变 化 ， 假 设 车 轮 侧 倾 转向 角 与 车 辆 侧 倾角 ep 成 正比 。 






































ô, = Cs, 9 (11.72) 
Cs, -$ (11.73) 
所 以 这 时 轮胎 的 实际 转向 角 为 
6, = +6, (11.74) 
假设 刚性 车 辆 的 车 轮 ; 位 于 
"r= (4) Yi zl" (11.75) 
车 轮 i 的 速度 为 
By =’ v + Sow x27， (11.76) 
式 中 ,2 是 车 辆 质心 C 处 的 速度 矢量 ;*o 是 车 辆 的 角速度 。 
Bw=ġi+ýk=pi+rk (11.77) 
REF (11.76) 得 到 下 面 在 车 辆 坐标 系 B 中 表示 的 车 轮 i 的 速度 矢量 。 





Vx; vz Q Xi v, WY; 
vy, = vy + 0 x Yi = v, - pz; + We; (11.78) 
"a 9 ý k PY; 
设 某 个 侧 倾 车 辆 的 两 轮 车 辆 模型 
yi=0 (11.79) 
Xi =a, (11. 80) 
X = 一 02 (11.81) 








车 轮 i 的 车 轮 侧 偏 角 B; 是 车 轮 速 度 矢量 v; 和 车 映 x 轴 方 向 之 间 的 夹 角 。 侧 倾角 很 小 时 ，p; 为 
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B: = arctan{ | = HP týs: (11.82) 
如 果 轮 胎 i 的 转向 角 为 8， 则 在 轮胎 上 引起 侧 向 力 的 侧 偏 角 o; X 

ele: ge +5, (11.83) 
两 轮 车 辆 模型 前 轮 和 后 轮 的 车 轮 侧 偏 角 Bi 分 别 为 Br 和 By 0 

Bi = arctan} ~ 一 一 (11.84) 

B, = arctan | | = a (11.85) 
Ua AB a 

p= arcian| | = (11.86) 





尽管 车 轮 的 = 坐标 不 是 常数 ， 但 其 变化 量 非常 小 。 为 了 说 明 z 的 影响 ， 将 其 用 系数 Cs 代 
替 ， 称 作 轮 胎 侧 倾角 速度 系数 ， 并 定义 系数 Cy, 和 Cs 表示 因 侧 倾角 速度 p 引起 的 B; 的 变化 














Bi=Cgp (11. 87) 
dg; 
Bi; 7 dp (11. 88) 
所 以 
， -C 
Br = arctan | (11. 89) 
Uy 
-ar -C 
B, = arctan >" So} (11.90) 
vy 


假设 侧 偏 角 Br、B ANB, 很 小 ， 则 前 车 轮 和 后 车 轮 的 轮胎 侧 偏 角 ar 和 o 可 以 近似 计算 
如 下 


Qs =, ta,r—zp) -6-6,, 
Ox (11.91) 


> 
=B +a; -Cp -ô - C3, 9 


Bip 
vy 


a. = 


1 
—(v, -ar -z,p) -ô 
e i r (11.92) 


4 P 
=B -a v, E Cae = C5, 


11. 3.3 文 ”两 轮 模型 上 车 身受 力 的 分 量 


图 11. 4 所 示 为 某 前 轮转 向 四 轮 汽车 及 作用 在 其 车 轮 中 心 上 的 力 系 。 分 析 车 辆 侧 倾 运 动 
时 ， 虽 然 xy 平 面 不 再 与 地 面 的 XY 平面 平行 , 但 是 我 们 还 可 以 用 两 轮 车 辆 模型 进行 分 析 。 

图 11.5 所 示 为 它 的 作用 力 系 ， 图 11. 6 所 示 为 有 侧 倾 运 动 和 横 摆 运动 两 轮 车 辆 模型 的 运 
动 学 模型 ， 侧 倾 两 轮 车 辆 模型 又 称 作 自 行车 模型 。 
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< 











图 11.4 某 汽车 的 项 视 医 









































图 11.5 有 侧 倾 和 横 氛 运动 汽车 转向 的 两 轮 车 辆 模型 
作用 在 前 轮转 向 两 轮 车 辆 模型 上 的 力 系 为 
2 


F, = 之 (Fcos6 - F, sind) 
2 


F=>5 vi 


i=l 
M, =M, +M, - we, o - whip 
M, =a, F -aF 





(11.93) 


(11.94) 


(11.95) 
(11.96) 


CF, F.) (CF, F) 为 作用 在 前 、 后 车 轮 上 的 平面 力 ， 对 于 小 转向 角 8， 该 力 系 


可 以 用 下 面 的 公式 近似 计算 : 
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vy Be 




















| i A 
$ pa 
O 
转向 中 心 Y y 
图 11.6 有 侧 倾 和 横 摆 运动 的 两 轮 车 辆 模型 的 运动 学 

F, =F +F, (11.97) 

Fh th (11.98) 

M.~CrF, +Cr F, -k9 -c È (11.99) 


M,=~a,F, -a,F, (11. 100) 
车 辆 的 侧 向 力 ,和 力矩 M, 仅 与 前 轮 和 后 轮 上 的 侧 向 力 FA, 有 关 ， 这 两 个 力 又 是 侧 偏 角 
a, Alo, 和 的 函数 ， 侧 向 力 Fy 和 力矩 1 可 以 用 下 面 的 公式 近似 计算 : 
Calg, Cor Ce, | 
+ 一 人 


























Vy Vy 


+( Cat = Car) B + (CaCa, -Co Co, + Cals, )O 


(11. 101) 


_ | 4 a 
M, z ERA a CnC) 
1 1 
+ (Cacnce + g CBE Car -co |p (11. 102) 


+[ = Cr (Cy, -CuCs ) - Cr. (Cy, Cals.) ~ hy le 
+ Cr C arð 





M, = 


z 





itp 6 | +|% C -CC | 
irar eG. Vad Pek me) 
v, af v, ar v, Br “of v, B,“ ar P 


EES E TORY (11. 103) 
E E O E 
+a,C 6 


WP, Cafi Cu 分 别 是 前 、 后 车 轮 的 左 、 右 两 个 轮胎 侧 偏 刚度 系数 之 和 
Cat = Cat, + Coe, (11. 104) 
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Cu =O por Co (11. 105) 


证 明 : 对 于 两 轮 车 辆 ， 可 以 用 外 侧 转向 角 和 内 侧 转向 角 的 余 切 平均 值 ， 即 式 (7.4) ok 
出 转向 角 5。 





cotô, + cotô; 
cotô =— 5 (11. 106) 
同时 ， 定 义 前 、 后 车 轮 的 侧 偏 刚度 系数 Cw 和 Cs， 侧 偏 刚度 系数 CA C。 分 别 是 各 自 左 、 
右 车 轮 的 侧 偏 刚度 系数 之 和 。 
应 用 式 (11.40) ~ 式 (11.43) ， 侧 倾 自行 车 模型 上 的 正 向 力 和 侧 向 力 分 别 为 
F, =F, cosô + F, - F, sind (11. 107) 
FSF pE (11. 108) 
横 摆 力矩 方程 不 与 车 辆 侧 倾 相互 作用 ， 同 时 可 以 忽略 力矩 MM ， 并 假设 前 部 左 、 右 车 轮 上 的 正 
向 力 相 等 ， 后 部 左 、 右 侧 车 轮 上 的 正 向 力也 相等 。 所 以 盖 iyiz 项 可 以 消除 ， 横 摆 力 矩 简化 为 
M, =a, F, -aF,, (11. 109) 
SAMUI FM, FEAT. J EE EM EMME M, n M, UREE, aE SE 
向 负载 变化 引起 的 力矩 PS A ABCA i) FM SF HT] FEE, FRE 



























































M,,=C,F,, (11. 110) 
M, =CrF, (11.111) 
式 中 ，Cr 和 Cr aH RON EARL 
dM, 
OF a (11. 112) 
yf 
dM, 
Cr, adie (11. 113) 


HA AMEE RRES | EE E EMMA 28 ES a EZRA, 3K 
些 不 平衡 的 力 产 生 一 个 与 车 辆 侧 倾角 成 正比 的 侧 倾 刚度 力矩 。 























M,, = -kp (11. 114) 
M, = -co 9 (11. 115) 
RP, k A c, 是 车 辆 的 侧 倾 刚度 和 侧 倾 阻尼 。 
ko =wk =w(k;+k,v) (11.116) 
ce =we =w(c, +¢,) (11.117) 
w 是 车 辆 的 轮 距 , hk 和 c 是 前 、 后 弹簧 刚度 之 和 与 前 、 后 减 振 器 阻尼 之 和 。 
k=k, +k, (11. 118) 
C=C +c, (11. 119) 
因此 ， 作 用 在 车 辆 上 的 侧 倾 力矩 可 以 合计 为 
M, =M, +M, +M, +M, (11. 120) 
=C, Fy + Cp PF, -w(cp+c,)p-w(ki+k,)o 
如 果 假 设 转向 角 8 很 小 ， 车 辆 力 系 可 以 用 下 面 的 公式 近似 计算 : 
holy Fe (11.121) 
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F =F, +F, (11. 122) 

M,~C,F, +Cr -kp -cp @ (11. 123) 

M,~a,F, -aF,, (11. 124) 

从 式 (11.68) 中 得 到 侧 向 力 并 代入 ， 展 开 式 (11. 121) ~ 式 (11.124) 得 到 如 下 力 系 。 
kekar (11. 125) 


F, =F +F, = -Ctr Cpe -Cad Coe 


= -CulB+ta = -Ch -8 -Cr 0) -Cpe 


r 
-CulB -0 -Col -C0 i (11. 126) 
CC, OSG 
= 2o = aeh : ee + e)p 
Uy x Vy vy 





+(-Cy- Cy.) B+ (CarCs, =C Oe Curls, )P + C465 
Cr Fy, + Cr PF, 一 Ap 一 cop 


x Te ye 


zA culB ta -Cot -8- cae) +C,@| 


x 


= 
| 


， 
-Cr | Cab- —-G 2-6, 9} +C,¢] 


x 


(11. 127) 


l 
| 
Q 
4 
Q 
1 
SE 
i>) 
a 
gy 
R 
e 


1 1 
$ | jCaCnCar + Cp,Cr Cas -os | p 
Pies Cr Cat Cr Ou )B 
+ [ EE Cr Co, = Curls, ) = Cr ( Cy, E Carls ) -k lE 


Pr 


+ Cr Car 
M, =a, F, -aF 


z Ye 


= -alcalp+a ml 8- C0 +C,| 


Vy 


+a | Cu 人 8 一 02 = = Cp = Cse] + co] 
i ” (11. 128) 











| 
v, af v, ar v, By af v, Br “ar 


+ (a, Car — a, Car) B 

Slee CLG: Na CAC ly 

+a,C (6 
ERC A Cu 分 别 是 前 、 后 车 轮 的 侧 偏 刚度 ，r 是 横 氛 角速度 ，p LAUT IEE, pk A 
角度 ，5 是 转向 角 ，B 是 车 辆 侧 偏 角 。 

















z% 
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上 述 方程 与 五 个 参数 : r p, B o 和 6 有 关 ， 可 以 写作 
F, =F,(r, p, B, 9, 6) 
= -一 他 十 “p+ B+ lp + 26 人 
or op op 3p 06 
=C,r +C,p +C + Cop + C56 
M, =M,(r, p, B, p, 8) 
, OM, ôM, ðM, (11. 130) 
p+ ô 
3p 06 
=Eyrt+E pt+EB+E,p + E56 
M, =M,(r, p, B, g, 8) 
ðM, aM, 0M ðM, 0M (11. 131) 
= + 












































其 中 的 力 系 系数 为 
aF, 
C, == -Co + 6, (11. 132) 
or P vy 
OF, CuCe CaCl 
人 (11. 133) 
op Vy Vy 
aF, 
ar ae CCur+Cu) (11. 134) 
ak, 
Cg = ag. > Cal Cag Carle, “Coe Cg, (11. 135) 
ak, 
Cs =g = Cat (11. 136) 
aM, 
bos Onla + 7 er Ca (11. 137) 
aM, 
p = ap BCTC Re co (11. 138) 
aM, 
Bp ag Gat > GaGa (11. 139) 
E, =~" = -Cr (Co — Coils) -k, -Cr (Cg, -CuCs ) (11.140) 
aM, 
Es =e = CrCor (11. 141) 
ðM 2 2 
D, == -Cu -Ce (11. 142) 
or Va Dy 
a Soa a ONC, 11. 143 
? ap o v, Pr GI. ) 
aM, 
Ds =p = - (a Cat - a2Cor) (11.144) 
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aM, 

D, Sao -a (Co = Cala) +a(C;, = Ga Gs.) (11. 145) 
aM, 

Ds =~ = 41 Cat (11. 146) 





侧 向 力 FMT AM, RIE M, HIDE rp. BL o 和 8 的 函数 ， 力 系 系数 是 这 些 
函数 曲线 的 斜率 。 


11.4 文 ”两 轮 刚 性 车 辆 动力 学 


将 两 轮 刚 性 车 辆 的 运动 方程 式 〈11.6) ~ 式 (11.9) MA (11.97) ~ 式 (11.103) 合并 
起 来 ， 用 下 述 方程 组 表示 车 辆 运动 。 











Ù -İp ERE +F, ) +r, (11. 147) 
x m x y m Xf Xr y 
C CG Ce 0 Cs 
. mv, m m m $ m 
vy vy E 
ks E, E, E, o 
ai ee E e gae (11. 148) 
p 0 1 0 0 ? 0 
D 
D; D, D, D, Us 
Iv, L L, L L 


上 述 方程 组 对 车 辆 运动 分 析 ， 尤 其 对 车 辆 匀速 直线 行驶 运动 分 析 ， 非 常 实用 。 

假设 .=0, 式 (11.147) 变 成 一 个 独立 代数 方程 ， 车 辆 的 侧 向 速度 v,、 侧 倾角 速度 p、 
侧 倾角 o 和 横 摆 角速度 + 根据 四 个 耦合 方程 式 〈11. 148) 变化 。 假 设 转向 角 8 是 输入 信息 ， 将 
Hib v. p. o 和 7 设 为 输出 量 ， 则 可 以 把 式 (11. 148) 看 作 一 个 线性 控制 系统 ， 其 方程 为 





























q =[A]q +u (11. 149) 
HP, [A] 是 系数 矩阵 ; 4 是 控制 变量 向 量 ; u 是 输入 向 量 。 
Cr GC, GG. 
mnm, m m m * 
Es E, E, E, 
[A] = Lv TL L L (11. 150) 
0 1 0 0 
Ds D, D, D, 
lvy L L L 
q=[v, p ge ri (11.151) 
C, E D, 1" 
u=| 2 0 |a (11. 152) 
m L L, 


证 明 : 局 部 坐标 系 B 设 在 车 辆 质心 C 处 ， 刚 性 车 辆 在 该 坐标 系 内 的 牛顿 - 欧 拉 运动 方 
程 在 式 (11.6) ~ 式 (11.9) 中 给 出 
F =m ù, — mro, (11.153) 
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F, =m ù, +m, (11. 154) 

M, =1 ò, =I, 7 (11.155) 

M, =I, ò, =I, p (11. 156) 

作用 在 两 轮 车 辆 上 的 近似 力 系 可 以 由 式 (11.97) ~ sR 11. 100) 求 出 

FP, +F, (11. 157) 

F, =F, +F, (11. 158) 

M, =Cr F +CrF, -k -cp 9 (11. 159) 

M,~a,F, -a,F,, (11. 160) 


用 轮胎 性 能 参数 表示 的 形式 为 式 (11 - 101) ~ 式 (11103)， 上 述 方程 可 以 整合 为 式 
(11. 129) ~ 式 (11.131) ， 即 








F,=C,r+C,p + CB + C9 + Cs (11. 161) 
M, =E,r+E,p + E,B + E,p + E56 (11. 162) 
M, =D,r + D,p + DB + Diy + D5d (11. 163) 
将 式 (11.161) ~ 式 (11.163) 代入 到 式 (11.153) ~ 式 (11.156) 得 到 如 下 方程 组 : 
m ò, —mrn, =F, (11. 164) 
mv, +mr =C,r +C p + Ceb + Cop + Cd (11. 165) 
I, p =E,r+E,p + EgB + E,g + E58 (11. 166) 
i, =D,r + D,p + DB +D,p + D36 (11. 167) 
取 
B= (11. 168) 
Vy 
则 可 以 将 上 述 方程 组 转换 成 一 组 关于 w、w、P 和 7 的 微分 方程 组 。 
se net 
v,=— +m, (11. 169) 
m 
c C, Cav, C, C 
i, = (So, ee LT, (11. 170) 
m mv, m m 
poe 2 11.171 
PPI Er +E,p + Eg > +Eop + Eob (11. 171) 
i= Dr+D,p +D" + Dee + Ds] (11. 172) 





IN (11.169) 与 横 摆 角速度 > 和 侧 向 速度 w 有 关 ， 这 两 个 变量 是 式 〈11. 170) ~ 式 (11. 172) 
等 其 他 方程 的 输出 量 。 如 果 假 设 车 辆 以 匀速 直线 向 前 行驶 ， 即 
v, = 常数 (11. 173) 
则 式 (11.170) ~ 式 (11.172) 变 为 与 式 (11.169) 无 关 的 方程 组 ， 因 此 可 以 将 其 作为 与 第 
一 个 方程 无 关 的 方程 组 处 理 。 
式 (11.170) ~ 式 (11.172) 可 以 看 作 是 描述 动态 系统 行为 的 三 个 耦合 微分 方程 ， 该 动 
态 系统 将 转向 角 6 作为 输入 量 ， 将 0, 作为 一 个 参数 ， 并 产生 四 个 输出 量 : v p p 和 7。 
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Ce C, Co C, au Cs 
i mv m m m i m 
vy Vy 
Eg E, E; E, Es 
p = Lv, L L L P L (11. 174) 
9 0 1 0 0 f 0 
; r 
r De D, D, D, Ds 
Tv, L L L L 
式 (11.174) 可 以 整理 成 如 下 表示 输入 -输出 关系 的 形式 。 
q =[A]q+u (11.175) 





向 量 4 称 作 控制 变量 向 量 ,，w 称 作 输入 向 量 ,， EE [A] 是 控制 变量 系数 矩阵 。 


例 463 基于 运动 学 角度 的 运动 方程 








应 用 式 (11. 168)， 可 以 将 运动 方程 式 (11.174) 表示 为 基于 角度 B、p、p、r 和 6 的 


So, 为 常数 ， 对 式 (11.168) RF 


代入 式 (11.165) 可 以 将 其 转变 为 关于 B 的 形式 。 


mv, B +mrv, =C,r +C,P + CB + Cop + C56 
这 样 ， 运 动 方程 组 就 可 以 表示 成 基于 车 辆 角度 变量 的 形式 。 


11.S 文 ” 稳 态 运动 


6. UW D. 











Cy Gf G 

mv, mv nw MU y 

E, E, E, E, B 
ah L L L P 

Ge aoi po 

D, D, D, D, 

L L L L 


两 轮 侧 倾 刚 性 车 辆 前 轮转 向 稳 态 工 况 的 控制 方程 为 


或 等 效 为 如 下 方程 : 


F, = — mr, 


C,r + CoB + Cop + C56 = mw, 


(Cw 


ros 


E,r + EB +E,ọ + E36 =0 
D,r + DB + Dog + D6 =0 


1 
-mv ap + Oph + Cop = - C56 





| S Sj E 


(11. 


(11. 


(11. 


(11. 
(11. 
(11. 
(11. 


(11. 


(11. 


176) 


177) 


178) 


179) 
180) 
181) 
182) 


183) 


184) 
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Ev, +B pB + Bee = -Es6 (11. 185) 
Dv, $+ DpB + Deo = - D;ô (11. 186) 











第 一 个 方程 决定 了 保持 w 稳定 所 需要 的 正 向 力 ， 后 三 个 方程 表示 输出 变量 的 稳 态 值 ， 其 中 
有 轨迹 曲率 K 


=+ (11. 187) 
v 


均匀 速度 o, 下 稳定 转向 输入 角 8 时 的 车 辆 侧 偏 角 B、 车 辆 侧 倾 角速度 p 和 车辆 侧 倾角 p， 其 
输出 -输入 关系 由 下 面 的 响应 确定 : 
1) 曲率 响应 ，S。 












































Z 
Se ~ az, (11. 188) 
2) MAM, Sg 
eS (11. 189) 
3) 横 摆 角速度 响应 ，$， 
$= (11. 190) 
4) 向 心 加 速度 响应 ，5。 
as = 8,02 = om (11. 191) 
5) 侧 向 速度 响应 ，$， 
S, =" =S _ thn (11. 192) 
o Ra 
6) 侧 倾 角 响 应 ，5。 
Z 
Sear alae A (11. 193) 
Zo =E,(D,C, -C,D, +mv,D,) (11. 194) 
+E (C,Dg -D,Cg —mv,Dg) + E,(CgD, - DgC,) 
Z, =E,(C,Ds -v,CsD,) -E,(CgDs —0,CsDg) (11. 195) 
+E5(CgD, -DgC,) 
Z, =E,(mv,D; -CDs +D,v,C5) +E,(C,Ds -v,C5D,) (11. 196) 
-E;(D,C, -C,D, +mv,D,) 
Za =Eg(mv,Ds -CD5 + Dv, C5) +E,(CeDs — 0, C5Dz ) (11. 197) 


-Es(D,Cg - C,Dg + mv,Dg) 
证 明 : 在 稳 态 工 况 ,所 有 变量 是 固定 量 ， 它 们 的 导数 为 0。 所 以 ， 运动 方程 式 
(11. 153) ~ 式 (11.156) 简化 为 








f= -—mrv, (11. 198) 
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F, =mn, (11.199) 
M, =0 (11. 200) 
M, =0 (11.201) 

从 式 (11.161) ~ 式 (11.163) 中 可 以 获得 侧 向 力 忆 、 侧 倾 力矩 W 和 横 摆 力矩 M,, BH 
及 =Cr+CeB+Cop+C56 (11. 202 ) 
M, = 尼 r+EaB+Eop+E56 (11.203) 
M, =D,r + DB + Dg + Dô (11. 204) 

因此 ， 描 述 两 轮 刚性 车 辆 稳 态 转向 的 方程 为 

F, = —mr, (11.205) 
C,r + CoB + Cop + C36 = mw, (11.206) 
E,r + EB + Ep + E58 =0 (11.207) 
D,r + DB + Dap +D; =0 (11. 208) 





式 (11.205) 可 以 用 于 计算 保持 稳 态 运动 所 需要 的 牵引 力 ， 同时, 式 (11.206) ~ 式 


(11. 208) 可 以 用 于 确定 车 辆 的 稳 态 响应 。 
v, Vy 
C, p TCB + Cop + C35 =m po 


Ux 


Ee 


+E,B+E,p + E36 =0 


Ux 


D 
” R 


+ DB + Dip +Dsd=0 


稳 态 转向 中 ， 和 车 辆 以 速度 v, MARE r EFN R WAA EE, Hr 





v, Rr 


(11. 209) 


(11.210) 


(11.211) 


(11.212) 


JEI (11.212) 代入 到 式 (11.206) ~ 式 (11.208) ， 并 应 用 曲率 的 定义 式 〈11.187) ， 可 以 


将 上 述 方程 写成 矩阵 形式 





Ce Cw, -m? C, B -Cs 
E; Ew, E, k= -ks 6 
Dz Dv, D, 9 - D; 
RFE. k 和 og 的 方程 ， 并 应 用 
v, 
B= 


Vy 


即 可 确定 像 式 (11. 188) ~ 3R (11.193) 一 样 的 输出 -输入 关系 。 
例 464 汽车 的 力 系 系数 
设 某 前 轮转 向 四 轮 汽 车 的 参数 如 下 
Cos, = Cot, ~ 28648 N/rad Cor, = Cory ~26356N/rad 
m =917kg 1, =300kgm? I, =1128kgm?* 
a, =0.91m a, =1.64m 
k, =20000N/rad c, = 1000Ns/rad 





(11.213) 


(11.214) 


(11.215) 


(11.216) 
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Ce =0.01 Cs =0.01 Cr =0.02 
Cr =0.2 Ci =0.01 Cs, =0 (11. 
C, =2 C, =1 
v, =40m/s 6 =0. lrad (11. 
其 等 效 自行 车 模型 的 侧 偏 刚度 系数 为 
Cu = Cu + Car, = 57296N/ rad (i. 
Cop = Con, + Cory =52712N/rad (11. 
如 果 速 度 w 的 单位 是 m/s， 则 力 系 系数 如 下 : 
C, =857. 708 C, =27. 502 Cs = - 110008 (11 
C, =569. 96 C, =57296 
E, =17. 15416 E, = -999. 44996 Eg = -2200. 16 (11 
E, = -19988. 6008 E, =1145.92 
= -4730. 52532 D, = -8. 57708 Dy =34308.32 (44 
, = 521. 2136 D, = 52139. 36 


参数 Z; 和 车 辆 稳 态 a 为 
Zo =0. 3493155774 x 1014 


Z, = -0. 1683862164 x 10'° (1 
Z, =0. 1793365332 x 10" 
Z, =0. 1629203858 x 10" 


See 





2345 = — 1928. 184453 


oe = 
So = a - 0. 4663988563 


获得 了 稳 态 响应 后 ， 就 可 以 据 此 计算 出 运动 的 稳 态 性 能 。 





R =8. 298m (11. 
B =0.5138rad ~29. 415° (11. 
r=4. 82rad/s (11. 


例 465 文 ”外 倾 推力 


=48. 20461133 (11. 


217) 


218) 


219) 
220) 


.221) 


. 222) 


.223 ) 


.224) 


225) 


226) 
227) 
228) 


EAMT, SLAP oT ASS AR AB SS | oe 5 ATT Te FHT] MB, AE FEMI A eX 








小 于 侧 倾角 。 


稳 态 工 况 下 ， 前 轮 外 倾 会 增加 车 辆 的 不 足 转向 特性 ， 后 轮 外 倾 则 会 增加 车 辆 的 过 度 转 向 


特性 。 为 此 ， 大 多 数 公路 车 辆 会 设计 成 在 转向 工 况 下 后 轮 正 直 、 前 轮 外 倾 ， 这 种 车 辆 人 


EITE 
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侧 倾 时 获得 更 大 的 不 足 转向 ， 更 为 稳定 。 

例 466 友 ” 侧 倾 转向 

正 的 侧 倾 转向 是 指 车 辆 绕 * 轴 侧 倾 时 导致 的 车 轮 绕 z 轴 的 转动 ， 所 以 ， 车 辆 向 右 转向 
时 ， 正 的 侧 倾 转向 车 轮 将 向 左 转动 。 

前 轮 的 正 侧 倾 转向 将 会 增加 车 辆 的 不 足 转向 特性 ， 后 轮 的 正 侧 倾 转 向 会 增加 车 辆 的 过 度 
转向 特性 。 多 数 公路 车 辆 悬 架 会 设计 成 转向 工 况 下 前 轮 具 有 正 的 侧 倾 转 向 ， 这 种 车 辆 能 够 在 
侧 倾 时 获得 更 大 的 不 足 转向 ， 更 为 稳定 。 


11.6 娘 ”时 间 响 应 


为 了 分 析 车 辆 的 时 间 响 应 和 评估 车 辆 对 转向 输入 的 响应 ， 应 该 对 运动 方程 进行 解析 或 者 
数值 积分 ， 和 运动 方 程 是 下 面 的 一 组 耦合 常 微分 方程 。 
































b, = +F, +r, (11.229) 
Cp Gy ly a Cs 
7 nv, m m x A m 
: Es E, E, E, "Es 
= ae L Lo 50 (11.230) 
p i Or, wer. ee - 1D 
P Dy D, D, D, "Dg 
Lv, L L L L, 
这 些 方程 对 给 定 的 随时 间 变 化 的 转向 角 5 (5 的 解 为 
v, =v,(t) (11.231) 
v, =v, (t) (11.232) 
p=p(t) (11. 233) 
e=o(t) (11. 234) 
r=r(t) (11. 235) 
这 种 解 称 作 时 间 响 应 或 瞬 态 响应 。 
假设 行驶 速度 为 匀速 ， 则 第 一 个 方程 式 (11. 229) 简化 为 
F, = —mr, (11. 236) 
式 (11.230) 与 第 一 个 方程 无 关 ， 可 以 写成 如 下 形式 
q =(Alqtu (11.237) 











AH, [A] 是 常 系数 矩阵 ; 4 是 控制 变量 向 量 ; u 是 输入 向 量 。 

为 了 求解 逆 动 力学 问题 ， 并 求 出 车 辆 响应 ， 转 向 角 函 数 必须 事先 给 出 。 

例 467 女 ”自由 动力 学 和 自由 响应 

车 辆 对 均匀 速度 下 零 转 向 角 58(i) =0 的 响应 称 作 自由 响应 ， 自 由 动力 学 条 件 下 的 运动 学 
方程 是 














d =[A]q (11.238) 





为 了 解 该 方程 ， 假 设 
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ai Qh Qizg Qi 
a a a a 
ae 21 22 23 24 (11.239) 


42; 422 33 @34 


42; An A43 ly 


所 以 运动 方程 为 








v, ai Qh Qiz Qi v, 

P _ au an ē z3 4y p (11.240) 

Q 42, an 033 A34 9 

r G1 an 0443 Ay T 

因为 该 方程 是 线性 方程 ， 所 以 其 解 是 指数 函数 

v, =A,e™ (11. 241) 
p =A,e™ (11. 242) 
gy =A,e™ (11. 243) 
r =Aye”! (11.244) 





ae Gee 函数 式 (11.241) ~ 式 (11.244) HA (11.240) 解 的 条 件 是 指数 入 为 [A] 
寺 征 值 。 为 了 求人， 展开 上 述 系数 矩阵 的 行列 式 ， 并 求 出 特征 方程 。 




















det[ A] =0 (11. 245 ) 
有 了 特征 值 A1 ,3,3,4， 即 可 得 到 如 下 车辆 自由 动力 学 的 通 解 : 
Vy =A; +Ape™” +Al3ae +A yer (11. 246) 
p=Aye* +A,,€7 + Aze? + Ae% (11. 247) 
g =A, e™! + Age? +Ay,e4 + Aze% (11. 248 ) 
r =A! +Ape™” +Ape™ + Ayer (11.249) 





系数 4; 需要 根据 初始 条 件 求解 ， 只 要 特征 值 的 实数 部 分 是 负 值 ， 车 辆 就 是 稳定 的 。 
例如 ， 某 车 具有 式 (11. 215) ~ 式 (11.257) 中 给 出 的 参数 和 如 下 转向 角 与 前 进 速度 。 

















v, =40m/s (11. 250) 
5 =0. Irad (11.251) 
代入 这 些 值 后 得 到 如 下 自由 动力 学 运动 方程 。 
vy -3 0.03 0.621 -39.06 », 
-0.18335 -3.3315 -66.63 0.05718 p 
> (11. 252) 
F 0 1 0 0 
0.76038 -0.0076 0.4621 -4.194 r 
系数 矩阵 的 特征 值 为 


A, = —3. 593983044 +5.409888448i 

Ay = —3. 593983044 - 5. 409888448: 

A3 = — 1. 668194745 +7. 995670961 i 

A4 = — 1. 668194745 - 7. 995670961 i (11. 253) 
因为 所 有 特征 值 的 实数 部 分 都 是 负 值 ， 表 明 车 辆 稳定 。 


11 广 “车 辆 侧 倾 动力 学 151 








将 特征 值 代 入 式 (11. 246) ~ 式 (11.249) 后 ， 得 到 包含 位 置 系数 的 解 。 下 面 检验 非 零 
初始 条 件 下 车 辆 的 自由 动力 学 性 能 。 





v,(0) 0 
qo = = (11.254) 
r(0) 0 


图 11.7~ 图 11.10 所 示 为 该 车 的 时 间 啊 应 。 


























图 11.7 某 车 自由 动力 学 侧 向 速度 响应 








pi(rad/s) 











图 11.8 某 车 自由 动力 学 侧 倾角 速度 响应 








¥/rad 

















图 11.9 某 车 自由 动力 学 侧 倾角 响应 





例 468 文 ” 阶 路 输入 响应 
动态 系统 的 阶 跃 输入 响应 是 检验 系统 性 能 的 标准 实验 ， 车 辆 动力 学 中 的 阶 路 输入 是 指 车 
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0.00044 
0.00024 
a ] 
5 ] 
£ 0 rr 
X 1.4 1.6 1.8 2 
-0.00024 
-0.00044 


























图 11.10 某 车 自由 动力 学 横 摆 角速度 响应 











辆 转向 角 从 零 突然 变 为 非 零 稳定 值 。 
设 某 车 辆 匀速 直线 行驶 速度 为 
v, =40m/s 


其 性 能 参数 在 式 (11.215) ~ 式 (11.217) 中 给 出 ， 其 转向 角 突 然 变化 情况 如 下 : 





0. 2rad=11. 459° t>0 
6(1) -| 
0 t<0 
非 零 初始 条 件 是 

v,(0) 0 

o pO) _ 01 

i g(0) 0 

r(0) 0 

其 运动 方程 为 


ù, +6. 91v, +1.62p -10.01p +16. 99r =628(1) 
p —5. 6v, +4. 06p +99. 91g +0. 192r = -69. 335(1) 
p -p=0 
i —1. 81v, +0. 3p -5. 199 +6. 46r = 32. 118(t) 
图 11.11~ 图 11.14 所 示 为 上 述 解 曲线 。 





CA v(t). pt), g(t) Alr(t) 后 ,就 可 以 计算 其 他 任意 运动 学 变量 ， 如 保持 匀速 


向 行驶 速度 所 需要 的 力 F, o 


图 11. 15 Pras AE F(t) 的 曲线 。 
例 469 女 ” 变 道行 驶 





(11. 


(11. 


(11. 


(11. 
(11. 


(11. 
(11. 


(11. 


255) 


256) 


257) 


258 ) 
259) 
260 ) 
261) 


262) 


HERE AUR HET BR E SA ARREK, AGEL AT AERE - 


平方 函数 作为 转向 输入 ， 例 如 


Oosinwl tı <t< T 
w 
6(t) = rad 
T 
0 —<t <t 
w 


(11. 


263 ) 
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站 
图 11.11 某 车 对 阶 路 转向 角 的 侧 向 速度 响应 
图 11.12 某 车 对 阶 路 转向 角 的 侧 倾 角速度 响应 
0.018 
0.016- 
0.014 
0.012 
E 001 
S 
0.008 
0.006 
0.004 
0.002 
6 02 04 06 os 1 12 14 16 18 2 
us 
图 11.13 某 车 对 阶 跃 转向 角 的 侧 倾角 响应 
dpsin’wt ty <t< T 
w 
8(t) = rad (11. 264) 
0 Tere ty 
w 
-TL (11.265) 
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us 


图 11.14 EER TAS i fA AE fE EE Ma 





1500 


1000 


500 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
us 


图 11.15 FEA EBRD fA LA IT ORF OT BR ts BE AY TE TH], 





AF, 了 是 变 道 过 程 中 的 行驶 长 度 ; v 是 车 辆 的 正 向 速度 。 变 道 汽 车 的 运动 轨迹 应 该 与 图 
11. 16 中 所 示 曲 线 相似 。 


as ies 


一 


eae 





11.16 变 道行 驶 


某 车 辆 的 参数 在 式 (11. 215) ~ 式 (11.217) 给 出 ， 接 下 来 考察 该 车 在 半 正 弦 转 向 角 输 
入 65(O) 下 的 啊 应 。 
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v 
0. 2sin T% 0<t<— 


: L 
6(1) = rad (11. 266) 
0 7 <t<o 
L=100m v, =40m/s (11. 267) 


令 初始 条 件 下 的 运动 方程 由 式 (11.258) ~ 式 (11. 261) 给 出 。 
图 11. 17 ~ 图 11. 20 所 示 为 转向 角 输 入 函数 式 (11. 266) 输入 下 车 辆 的 响应 。 

















| 
= 
È 
a} 
puy 
af 
< 
eat 
洋 
出 
S 
= 
> 
可 
= 
a 
w 
XE 
= 
= 





pi(rad/s) 




















图 11. 19 转向 角 输 入 函数 式 〈11. 266) 输入 下 侧 倾角 响应 





例 470 广 ”正弦 平方 转向 角 函 数 输入 的 变 道 
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ri(rad/s) 











图 11.20 ”转向 角 输入 函数 式 (11.266) 输入 下 横 摆 角速度 响应 
优秀 的 驾驶 人 应 该 尽量 平 清 地 改变 转向 朋 ， 从 而 使 不 期 望 出 现 的 侧 倾角 和 侧 倾 播 摆 最 
小 ， 设 正弦 平方 转向 角 函 数 为 








6usin2wl ty <t<— 
@ 
6(1) = rad (11. 268 ) 


ww = 一 L=100m v, =40m/s (11. 269 ) 


该 函数 来 自 式 (11.264) ， 产 生 较 平滑 的 变 道 转向 。 例 469 中 的 车 辆 对 转向 输入 函数 式 
(11.268) 的 响应 如 图 11.21 ~ 图 11.24 所 示 。 





vy/(m/s) 











图 11.21 转向 角 输 入 函数 式 (11.268) 输入 下 侧 向 速度 响应 





pi(rad/s) 














图 11.22 转向 角 输 入 函数 式 (11.268) 输入 下 侧 倾角 速度 响应 
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girad 








图 11.23 转向 角 输 入 函数 式 (11. 268) 输入 下 侧 倾角 响应 











ri(rad/s) 











图 11.24 转向 角 输 入 函数 式 (11.268) 输入 下 横 摆 角 速度 响应 

例 471 交 ”车辆 驱动 与 经 典 反馈 控制 

驱动 车 辆 类 似 于 一 个 反馈 控制 问题 ， 驾 驶 人 比较 预期 方向 、 速 度 和 加 速度 与 实际 方向 、 
速度 和 加 速度 ， 并 通过 汽车 仪表 和 测试 设备 配合 人 本 号 的 感官 感知 汽车 的 实际 方向 、 速 度 和 
加 速度 。 当 实际 数据 与 预期 值 不 同时 ， 驾 驶 人 用 控制 设备 ， 如 加 速 踏 板 、 制 动 踏板 、 转 向 盘 
和 变速 杆 等 ， 修 正 实际 数据 。 

B472% FRR Pe. SRE Alig 

车 辆 生产 企业 常常 会 在 相同 底盘 上 配置 不 同 的 车 身 ， 以 便于 实现 多 种 车 型 。 设 某 车 的 两 
厢 车 、 三 厢 车 和 旅行 车 型 采用 同一 个 底盘 ， 为 了 比较 三 个 车 型 的 动态 性 能 ， 可 以 考察 它们 在 
某 匀速 行驶 速度 下 对 阶 跃 角 函 数 的 响应 。 








ô(t) =0. lrad v, =40m/s (11. 270) 
汽车 的 共用 参数 为 

Cu = Cat, ~26000N/rad (11.271) 

Com, = Cu ~32000N/ rad (11.272) 
| =2. 345m 
Cg, = -0.4 Ce = -0.1 Cr = -0.4 
Cr = -0.4 C, =0. 01 Cs, =0.01 (11.273) 
Gy, 23200 C, =0 


ko =26612N/rad Cy = 1700Ns/rad 
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对 于 两 厢 车 型 ， 采 用 下 面 的 参数 


m =837. 7kg 1, =300kgm? I, = 1391 kgm? (11.274) 
a, =0. 859m a, =1. 486m 
MF SAE, RH Pa 
m = 845. 4kg 1, =350kgm* I, = 1490kgm?* (11.275) 
a, =0.909m a, =1. 436m 
对 于 旅行 车 型 ， 采 用 下 面 的 参数 
m =859kg 1, =400kgm* I, = 1680kgm? (11.276) 
a, =0. 945m a, =1.4m 


图 11.25 所 示 为 三 种 车 型 侧 向 速度 响应 的 比较 ， 可 以 看 出 ， 旅 行车 型 的 侧 向 速度 稳 态 值 
高 于 另 两 个 车 型 。 

图 11. 26 所 示 为 三 种 车 型 侧 倾角 速度 响应 的 比较 ， 两 厢 车 型 的 纵向 质量 矩 最 小 ， 所 以 其 
侧 倾角 速度 啊 应 最 快 ， 该 车 型 达到 零 稳 态 值 的 速度 也 比 另 外 两 个 车 型 快 。 

图 11. 27 所 示 为 三 种 车 型 侧 倾 角 响应 的 比较 ， 旅 行车 型 纵向 质量 惯性 矩 最 大 ， 所 以 其 侧 
倾角 最 大 ， 该 车 型 达到 稳 态 侧 倾角 的 时 间 也 比 男 外 两 种 车 型 晚 。 

图 11. 28 所 示 为 三 种 车 型 横 摆 角速度 响应 的 比较 ， 因 为 旅行 车 型 的 垂 向 质量 矩 最 大 ， 所 
以 其 横 摆 角速度 最 高 ， 该 车 型 达到 稳 态 横 摆 角速度 的 时 间 也 比 另 外 两 种 车 型 晚 。 


0.5 1 1.5 2 





vy/(m/s) 














图 11.25 阶 雅 转向 角 输入 下 侧 向 速度 响应 : 两 厢 车 、 三 厢 车 和 旅行 车 型 














p(rad/s) 














图 11.26 ERFARA A tt Fs IE sR A ATR TE 
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旅行 车 
图 11.27 阶 跃 转向 角 输 入 下 侧 倾角 响应 : 两 厢 车 ， 三 厢 车 和 旅行 车 型 

















ri/(rad/s) 











0 0.5 1 1.5 2 


ws 


图 11.28 阶 跃 转向 角 输入 下 横 摆 角速度 响应 : 两 而 车 、 三 厢 车 和 旅行 车 型 








11.7 小 结 


最 常用 的 动力 学 车 辆 模型 ， 含 % 方向、y 方向 平 动 以 及 横 摆 和 侧 倾 自由 度 的 自行 车 模 
型 ， 称 作 刚 性 车 辆 侧 倾 模型 ， 可 以 用 下 面 五 个 微分 方程 表示 。 

















1 
v, = mn +o, 
Ce C, C, C, na Cs 
. m m m m * m 
Vy vy E 
i E; E, E; E, Es 
P Z la, L L E P abs 
9 0 1 0 o ” 90 
j r 
r D; D, D, D, Ds 
Lv, L, L L L, 


车 辆 将 转向 角 6 作为 输入 量 ， 产 生 五 个 输出 量 : v vy. py @ Ar, Gv, 为 稳定 速度 
时 ， 即 w = 常数 ， 可 以 将 其 用 作 一 个 参数 ， 使 第 一 个 方程 与 其 他 方程 解 厢 。 最 后 ， 在 很 多 车 
辆 动力 学 性 能 检验 中 都 用 到 均匀 速度 假设 。 
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11.8 主要 符号 


a, x, a, Ù 
CQfwd 

Cirwd 

a, =% 
ay =: =X 
A, B, C 
[A] 


co =dM,/d ọ 
C 

Ca; = dF ,/da; 
Ce =v, d8;/dp 
Coo, = d5/de; 

Co = dF ,/dg; 
Cr, =dM,/dF, 
C, = 0F ,/or 


C, = oF ,/ dp 
Cs = dF ,/ 0B 
C, =0F ,/dp 
Cs = OF ,/06 
D, = 0M,/or 
D, = 9M./ op 
Dg = 0M./ 0B 
D, =0M,/d@ 
D; = 0M,/06 
E, = 9M, /or 


E, =0M,/op 


E, = 0M,/ap 


加 速度 

前 轮 驱 动 加 速度 

后 轮 驱 动 加 速度 

第 一 轴 到 质心 的 距离 
和 二 轴 到 质心 的 距离 
常数 参数 
控制 变量 系数 矩阵 
从 质心 到 左 车 轮 的 距离 
从 质心 到 右 车 轮 的 距离 
阻尼 
前 悬 架 阻 尼 

后 悬 架 阻 尼 

车 辆 侧 倾 阻尼 

车 辆 质心 
轮胎 侧 偏 刚度 系数 
轮胎 侧 倾角 速度 系数 
轮胎 侧 倾 转向 系数 
轮胎 外 倾 推力 系数 
HOF IEA RL 

车 辆 横 摆 角速度 侧 向 力 系 
数 
车 辆 侧 倾角 速度 侧 向 力 系 
数 

车 辆 侧 偏 角 侧 向 力 系 数 
车 辆 横 摆 角 侧 向 力 系数 

车 辆 转向 角 侧 向 力 系数 

车 辆 横 摆 角速度 横 摆 力气 
系数 
车 辆 侧 倾 角速度 横 摆 力矩 
系数 

车 辆 侧 偏 角 横 摆 力矩 系数 
车 辆 横 摆 角 横 摆 力 和 矩 系数 
车 辆 转向 角 横 摆 力 和 矩 系数 
车 辆 横 摆 角速度 侧 倾 力气 
系数 
车 辆 侧 倾 角速度 侧 倾 力矩 
系数 

车 辆 侧 偏 角 侧 倾 力矩 系数 








me Nt 


































































































E, =/0M,/dg 
E; = 0M,,/06 
F 


tg 


ty 


R 
N 


= 


ka 


= 


N 


= 


N 


= 


N 
N 


= 


N 
w 


ty 


N 


ve 


~ mre 


SS Ae ae 
I 
Qo. 
z 
T 
[> 
6 


S D 
II 
6: 


车 辆 横 摆 角 侧 倾 力矩 系数 
车 辆 转向 角 侧 倾 力矩 系数 
力 

车 轮 上 的 牵引 力 或 制 动 力 
前 轮 上 的 牵引 力 或 制 动 力 
后 轮 上 的 牵引 力 或 制 动 力 
铵 接点 处 的 水 平 力 

车 轮 上 的 垂 向 力 

前 轮 上 的 垂 向 力 

后 轮 上 的 垂 向 力 
拖车 车 轮 上 的 垂 向 力 
BCR AA SEE Te] JJ 
重力 加 速度 
质心 C 的 高 度 



































TERE 
惯性 矩 


pst 


ial 





度 
a=" 
量 
质 
度 
基 架 的 刚度 


前 
后 悬 架 的 刚度 
车 辆 侧 倾 刚 度 








侧 倾角 速度 
平 动 动量 
OFA 
控制 变量 向 量 
初始 条 件 向 量 
控制 输入 向 量 
横 摆 角速度 

位 置 向 量 [矢量 ] 
轮胎 半径 

Were ie 

前 轮 轮胎 半径 
曲率 半径 
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R, 后 轮 轮胎 半径 向 角 
ôi, Ôr 前 轮转 向 角 

Sa =v,/R/6 侧 向 向 心 加 速度 响应 52, ô, 后 轮转 向 角 
S, =r/8 横 摆 角速度 响应 5, 实际 转向 角 
Sp =B/6 侧 偏 角 响 应 6, 侧 倾 转向 角 
= kK/6 曲率 响应 n atan2 (a, b) 
S, = 侧 倾角 响应 6 俯仰 角 
t 时 间 k=1/R 曲率 
v, X, V 速度 À 特征 值 
v, 临界 速度 u 摩擦 系数 
Vy 正 向 速度 中 倾斜 角 
Vy 侧 向 速度 bu 最 大 倾斜 角 
w 轮 距 p 侧 倾角 
zi dA cE) (ini BS y 横 摆 角 
X, Y, Z 车 辆 坐标 轴 w 频率 
Xis Vio Zi 车 轮 i 在 坐标 系 B 中 的 w, W 角速度 

坐标 0, @ 角 加 速度 
Xi Yws Zu 车 轮 坐 标 系 的 坐标 轴 
X,Y,Z 全 域 坐 标 系 的 坐标 轴 下 标 : 
Zo, 21, 22, 23 稳 态 响应 参数 dyn dynamic , 动态 
a v, Al *。 轴 之 间 的 轮胎 侧 f front， 前 

偏 角 fwd front — wheel - drive， 前 轮 
B= v/v, v A x 轴 之 间 的 车 轮 侧 驱动 

偏 角 i 车 轮 编号 
Br 前 轮 侧 偏 角 L left, Ze 
Êi v Al x 轴 之 间 的 轮胎 侧  M maximum， 最 大 

偏 角 rwd rear — wheel - drive， 后 轮 
P: 后 轮 侧 偏 角 驱动 
6 转向 角 st statics, HAA 
ôo 稳定 转向 角 值 w wheel, #48 
5, xw 轴 和 x 轴 之 间 的 轮胎 转 

习 题 
1. 女 力 系 系数 
(a) 设 某 前 轮转 向 汽车 的 参数 如 下 
Cot, = Cot, =600N/(°) Cor, = Cory =560N/(°) 

m = 1245kg 1, =300kgm* I, =1328kem* 

a, =110cm a, =132cm 

k, =26612N/rad c, = 1700Ns/rad 


v, =30m/s 
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Co = -0.4 Cy, = -0.1 Cr = -0.4 
f, r f 
Cr = -0.2 Ci =0.01 Cy, =0.01 
C,, = -3200 C, = -300 

f Pr 


(b) E ARA COs COO EN Ba, Ere Bs By DD Daa Db 
All Ds. 
Co) 试 推导 该 车 辆 的 两 轮 车 辆 侧 倾 模型 的 运动 学 方程 。 
2. 六 汽车 力 系 及 其 两 轮 车 辆 模型 
设 某 前 轮转 向 汽车 的 参数 为 
00 








1, =300kgm? I, =1328kgm? 
a, =110cm a, =132cm 

m = 1205kg 

k, =26612N/rad co = 1700Ns/rad 

v, =30m/s 

Cg, = -0.4 Cg, = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
C5, =0.01 C5, =0. 01 
Co = -3200 C, = -300 


试 确定 作用 在 该 汽车 两 轮 模型 上 的 力 系 。 
F,=Cr+Cp+CeB+C,p+ Cd 
M, =E,r+E,p+EB+E,p + Esd 
M, =D,r + D,p + DeB + Dip + D536 
再 将 汽车 运动 学 方程 写作 





F, =m b, — mm, 


F,=m Vy tmrv, 





M,=I,7 
M, =1, p 
3. de AFEFE I ARER EE 
设 某 前 轮转 向 汽车 的 参数 为 
a, =110cm a, =132cm 
m = 1245kg I, =1328kgm* L, =300kgm* 
v, =40m/s 
Cor, = Cory = Car, = Cat, =SOON/° 
k, =26612N/rad co = 1700Ns/rad 
Cy. = -0.4 Ce = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
Cs =0.01 Cs, =0.01 
C,. = -3200 C, = -300 


试 构建 运动 方程 
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q =[A]q +u 

4. 太 关 于 不 同 变量 的 运动 方程 

设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cory = Cat, = Coty =500N/® 
a, =100cm ay =120cm 
m = 1000kg I, =1008kgm* 
v, =40m/s L, =300kgm?* 
k, =26612N/rad co =1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Cg, = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
Cs, =0.01 Cs, =0. 01 
Co = -3200 C, = -300 


试 分 别 构建 下 面 情况 的 运动 方程 : 
(a) REKREI, A Chs, by, Ps Q, t) 为 变量 。 


(b) REHNE, I C B, p, o, +) 为 变量 。 
5. 女 稳 态 响应 参数 


设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cor, =500N/° Cor, = Cory =520N/° 
= 1245kg I, =1328kem* 
a, =110cm a, =132cm 
v, =40m/s 
1, =300kgm* 
k, =26612N/rad C, =1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Cg, = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
C5, =0. 01 Cs, =0. 01 
Cp, = -3200 C, = -300 


试 确定 稳 态 昌 率 响 应 S.、 侧 偏 角 响应 Se 、 横 摆 f 速度 响应 5,、 侧 倾角 响应 $5。 和 侧 向 加 
速度 响应 Sa o 


6. 稳 态 运动 参数 




















设 某 汽 车 的 参数 为 
Cor, = Cor, =600N/° Cor, = Cory =ISON/® 
m =1245ke I, =1328kem? 1, =300kgm? 
a, =120cm a, =138cm 
v, =20m/s 6 =3° 
k, =26612N/rad C, =1700Ns/rad 
Cp, = -0.4 Ce = -0.1 


Cr = -0.4 Cr = -0.2 
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Ca =0. 01 Cs, =0. 01 
Co = -3200 Co, = -300 
试 确定 r、R、B6、w A/R 的 稳 态 值 。 
7. ke SAE AIS BBL 
假设 某 汽车 为 均匀 实体 方 盒 ， 其 xxy xz 三 维 尺寸 为 260cm x 140cm x 40em, WRITE 
密度 为 p =1000kg/m  ， 其 他 参数 为 


Cot, = Cot =600N/° Cai = Cas =550N/° 
gestae 

a; =a) = 2 

ko =26612N/rad Cy = 1700Ns/rad 

Ce = -0.4 Ce = -0.1 

Cr, = -0.4 Cr = -0.2 

Cs, =0. 01 Cs, =0. 01 

Co = —3200 Cy = —300 


(a) Rm, Lo 
(b) 求 稳 态 响应 Ser Sg. S, 和 Sa KF v, 的 函数 。 
(c) 汽车 转向 角 6 =4?" 时 转向 半径 为 及 =35m， 求 ww。 
(d) 求 上 题 中 速度 下 的 稳 态 参 数 r、R、B、g 和 办 [R。 
(e) 令 汽 车 速度 为 

v, =20m/s 
绘 出 稳 态 响应 S。、5Ss、S, FILS, 对 变量 及 的 函数 曲线 。 
8. 女 稳 定性 因数 和 不 足 转 向 性 能 
试 确定 车 辆 侧 倾 模型 的 稳定 性 因数 。 
9. 女 稳 定性 因数 和 汽车 质量 
用 F Mmg 表示 al 和 由， 并 求 出 天 的 表达 式 ， 分 析 汽车 质量 分 布 对 稳定 性 因数 的 
影响 。 
10. 女 稳定 性 因数 和 汽车 性 能 





某 汽车 的 参数 为 
Cu = Cot, =5SOON/° Cor, = Cory = 460N/° 
m = 1245kg I, =1328kgm* I, =300kgm? 
a, =110cm a, =132cm 
v, =30m/s 
ke =26612N/rad Cy = 1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Ce = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr, = -0.2 
Cs, =0. 01 Cs, =0. 01 
Co = -3200 C, = —300 








求 其 稳定 性 因数 ， 并 确定 汽车 是 不 足 转向 、 中 性 转向 还 是 过 度 转 向 。 
11. 广汽 车 的 临界 速度 
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设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cor, = 700N/° Cor, = Cory =520N/° 
m = 1245ke I, =1328kgm* L, =300kgm? 
a, =118cm a, =122cm 
k, =26612N/rad co =1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Ce = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
C5, =0. 01 Cs, =0. 01 
Cp, = -3200 Co = -300 
(a) 试 确定 汽车 过 度 转 向 工 况 的 临界 速度 。 
(b) 试 确 定 汽 车 是 不 足 转向 、 中 性 转向 还 是 过 度 转 向 。 
12. 友 不 同 速度 下 的 转向 角 阶 路 输入 响应 
设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cot, =600N/° Cor, = Cary = 750N/° 
m = 1245ke I, =1328kem* 1, =300kgm? 
a, =110cm a, =132cm 
k, =26612N/rad co = 1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Cg, = -0.1 
Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
Cs, =0. 01 Cs, =0. 01 
Cp, = -3200 C, = -300 
EE E fA NIRAN 
3% t>0 
oboe i 1<0 
求 汽车 在 下 面 行驶 速度 的 时 间 响 应 : 
(a) v, =10m/s 
(b) v, =20m/s 
(c) v, =30m/s 
(d) v, =40m/s 
13. 女 对 不 同 转向 角 的 阶 跃 输入 响应 
设 某 汽车 的 参数 为 
Cot, = Cate =000NA” Cor, = Cory = ISON/° 
m = 1245ke I, =1328kgm? 1, =300kgm?* 
a, =110cm a, =132cm v, =20m/s 
k, =26612N/rad co = 1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Cg, = -0.1 Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
Cs, =0. 01 Cs, =0. 01 Cp, = -3200 Co = -300 





确定 不 同 转 向 角 阶 跃 输入 下 汽车 的 时 间 响 应 
5 
es i 


t>0 


t<0 
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(a) 6=3° 
(b) 6=5° 
(c) 6=10° 
14. d ERE AD A H MA) Diz 
设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cor, =000N]” Cor, = Cory = TSON/° 
m =1245kg I, =1328kem* 1, =300kgm? 
a, =110cm a, =132cm v, =20m/s 
k, =26612N/rad co = 1700Ns/rad 
Cg = -0.4 Cg, = -0.1 Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
C5, =0.01 C5, =0. 01 Co = — 3200 C, = -300 





(a) 试 求 系数 矩阵 [A] 的 特征 值 ， 确 定 汽车 在 零 转 向 角 时 是 和 否 稳定 。 
(b) 若 不 稳定 ， 求 汽车 中 性 稳定 时 的 质量 分 配 比 a / 。 

(c) 提出 令 汽车 稳定 的 质量 分 配 比 a/a 条 件 。 

15. 女 对 不 同 转向 函数 的 时 间 响 应 














设 某 汽车 的 参数 为 
Cor, = Cot, =600N/° Cor, = Cory =750N/° 
m =245kg I, =1328kem* 1, =300kgm? 
a, =110cm a, =132cm v, =20m/s 
ko =26612N/rad = 1700Ns/rad 
Cg, = -0.4 Ce = -0.1 Cr, = -0.4 Cr = -0.2 
Cs, =0. 01 Cs, =0.01 C,, = -3200 C, = -300 
阶 跃 输入 为 
5° t>0 
ôlt) = 
(1) fi, t<0 





求 下 列 情况 下 的 时 间 响 应 

(a) 0<t<10m Hf, 6 (t) =sin0. 1t; t<0 和 t=107 时 , 6 (t) =0, 

(b) O0<t<2m Hf, 6 (t) =sin0. 5t; t<O0 Ml tS2a HF, 6 (t) =0. 

(c) O<t<ai, 6 (t) =sint; t<0 Mt>n HF, 6 (t) =0。 

16. RAY 1 

在 汽车 的 自行 车 模型 中 假设 轮胎 正直 向 上 并 始终 保持 垂直 于 路 面 ， 试 建立 汽车 侧 倾 
模型 。 

17. 女人 研究 练习 2 

应 用 设 在 轮胎 接地 印迹 上 的 轮胎 坐标 系 了 7、 设 在 车 轮 中 心 的 车 轮 坐 标 系 W AICTE 6 =0 
和 y=0 时 的 车 轮 中 心 上 ， 且 与 车 辆 坐标 系 B 始终 保持 平行 的 车 轮 - 车 身 坐 标 系 C。 对 在 坐 
标 系 了 中 轮胎 接地 印迹 上 产生 的 力 ， 建 立 丈 、C 和 B 坐标 系 表 达 公 式 ， 并 构建 更 好 的 汽车 侧 
倾 模型 的 方程 。 

18. 女人 研究 练习 3 

应 用 主 销 后 倾角 理论 ， 在 给 出 主 销 后 倾角 o 和 内 倾角 9 时, 求 转向 角 为 6 时 的 外 倾角 
y， 再 构建 更 好 的 汽车 侧 倾 模型 的 方程 。 





























12 应 用 振动 学 


振动 是 车 辆 动力 学 中 必须 考虑 的 因素 ， 本 章 中 ， 将 学 习 振动 原理 、 分 析 方法 及 其 应 用 ， 
以 及 振动 系统 频率 和 时 间 响 应 等 内 容 。 因 为 大 多 数 车 辆 悬 染 和 和 车辆 振动 部 件 的 优化 方法 基于 
频率 响应 ， 所 以 本 章 将 对 频率 响应 分 析 进 行 重点 讨论 。 


12.1 机 械 振动 基础 


机 械 振 动 是 动能 与 势能 V 连续 反复 转换 的 结果 ， 当 势能 在 其 最 大 值 时 ， 动 能 为 0， 反 
之 亦 然 。 因 为 动能 的 周期 性 波动 类 似 于 有 质量 物体 的 周期 运动 ， 所 以 将 这 种 能 量 转 换 称 作 机 
械 振 动 。 

储存 动能 的 机 械 单 元 称 作 质量 ， 储 存 势 能 的 单元 称 作 弹 簧 。 如 果 机 械 能 总 量 在 振动 过 程 
中 减少 ， 则 存在 机 械 单元 消耗 能 量 ， 该 消耗 能 量 的 单元 称 作 阻尼 器 。 质 量 、 弹 簧 和 阻尼 器 通 
常用 图 12. 1 所 示 的 符号 表示 。 



































m k 


a) 质 基 b) PiS c) UE ae 


图 12.1 Mim, HE k APEK c 

















一 定 质量 中 能 够 储存 动能 的 量 与 速度 的 平方 ”成 正比 ， 速 度 " Ba AT ee a E O 
函数 。 





K=sm? (12.1) 


推动 质量 m 运动 需要 的 力 访 与 其 加 速度 a 或 x 成 正比 。 
tm = Ma (12. 2) 


SH SEE EEE MSE k RI, BERS AE TE fy, AER im AREE S MIE EL, 
弹簧 的 刚度 大 可 以 是 位 置 和 时 间 的 函数 。 


f, = ~hz = —k(x-y) (12.3) 
WER k AS BEN Ta AE He, WU AEE iY SAE SE T IE ET TP AE o 
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V =- [fide =- | - kzdz (12.4) 











HSE SA HE UE NC HA SER EE CE AY PRC, WREE k AN ETR BEE He FY PRL, WREN 
线性 弹簧 。 其 势能 ， 


Vath? (12. 5) 





BEJE air AIRE JEH — MBA A LETS, CP LEBEL sai A AE AP zs oh PO rhs a 
MA foo WAR A, 与 阻尼 端 部 的 相对 速度 成 正比 ， 则 阻尼 器 是 具有 常 阻尼 < 的 线性 阻尼 器。 


fe=-cz=-ce(x-7) (12.6) 





这 种 阻尼 又 称 作 医 性 阻尼 。 
振动 运动 特性 x 用 周期 7 表示 ， 是 指 完成 一 个 完整 的 振动 循环 所 需要 的 时 间 ， 周 期 开始 
和 结束 于 (x =0, x <0). SRE Sf 是 指 1s 时 间 内 发 生 的 循环 次 数 。 








fet (12.7) 


在 理论 振动 中 ， 常 用 角 频 率 w( 单 位 rad/s)， 在 应 用 振动 中 ， 常 用 周期 频率 f (单位 Hz) 。 
w =27f (12. 8) 


在 没有 对 振动 系统 施加 外 力 或 外 部 激励 时 ， 系 统 的 任何 运动 称 作 自 由 振动 。 如 果 自 由 振 
动 系统 的 x，% 或 * 中 任何 一 项 运动 学 状态 不 是 等 ， 则 系统 将 会 发 生 振 荡 。 如 果 对 系统 施加 
任意 外 部 激励 ， 则 由 此 引起 的 系统 运动 称 作 受 迫 振动 。 常 见 的 有 四 种 激励 : 简 谐 激励 、 周 期 
激励 、 瞬 态 激励 和 随机 激励 。 与 周期 激励 和 随机 激励 相 比 较 而 言 ， 简 谐 激 励 和 瞬 态 激励 更 为 
常用 ， 也 更 便于 预测 。 激 励 是 时 间 的 正弦 函数 时 ， 即 为 简 谐 激励 。 激 励 在 短 时 间 内 消失 ， 或 
保持 稳定 的 ， 即 为 瞬 态 激励 。 随 机 激励 没有 短期 模式 ,但 是 ， 可 以 定义 一 些 长 期 平均 模式 描 
述 随 机 激励 的 特性 。 

用 于 表示 振幅 为 的 简 谐 -变量 力 ， 等 同 于 x 用 于 表示 振幅 为 X 的 简 谐 运动 。f 还 用 
于 表示 周期 频率 ， 但 是 在 不 明确 指出 是 表示 频率 时 , /就 是 表示 力 。 

例 473 冲 联 弹簧 和 串联 阻尼 天 

串联 弹 自 的 力 等 于 单个 弹簧 的 力 ， 其 变形 量 是 各 弹簧 变形 量 之 和 。 图 12. 2 表示 连接 着 


Xp tx tx 
ii eas Be | 












































ky x |= kax = kx 








a) 平衡 状态 b) 运动 状态 o) 自由 体 受 力图 
12.2 ”三 根 弹簧 串联 





PN 
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无 质量 模块 和 地 面 的 三 根 串 联 着 的 弹 得 。 
弹簧 的 平衡 位 置 在 图 12. 2a 所 示 的 未 拉 伸 状态 ， 在 上 面 增加 一 个 变形 量 x， 如 图 12. 2b 
所 示 ， 则 可 以 生成 如 图 12. 2c 所 示 的 自由 体 受 力图 。 各 弹簧 产生 的 力 为 f;: = -kian AP, x 
EN i 的 长 度 变化 。 弹 簧 的 总 变形 量 * 是 三 根 弹 簧 各 自 变形 量 之 和 ， 即 x = Exo 
xX =X) +X 十 %3 (12.9) 
可 以 用 一 根 等 效 弹 簧 代替 一 组 串联 弹簧 ， 该 等 效 弹 簧 的 刚度 为 &e， 在 同一 作用 力 记 下 
可 以 产生 相同 的 变形 量 x。 
Sr = -kixi = -kx = -haxs3 = — kx (12. 10) 


eq 
将 式 (12.10) 代入 到 式 (12. 09) 















































J -/ rbb (12.11) 
eq 

RA PRAE OLE A, kg, EAREN, BE 
1_1 z 1 į 1 (12. 12) 





前 提 是 速度 * 不 对 线性 弹簧 的 力 产 生 影响 。 

串联 阻尼 器 的 力 等 于 单个 阻尼 器 的 力 ， 其 速度 * 是 各 阻尼 天 速度 之 和 ， 即 写 。 可 以 用 
一 个 等 效 阻尼 器 代 蔡 一 组 毕 联 阻尼 器 ， 该 等 效 阻 尼 器 的 阻尼 为 cq ， 在 同一 作用 力 太 下 产生 
相同 的 速度 zx。 三 个 串联 阻尼 器 的 速度 和 力 的 平衡 方程 为 














X=% +% 十 %3 (12. 13) 
fi= -Cc X= Ay & = -C3 X= -Co (12. 14) 
可 见 ， 等 效 阻 尼 为 
l = 1 + 2 十 i (12.15) 
Ceq C1 C2 & 








前 提 是 变形 量 x 不 对 线性 阻尼 器 的 力 产 生 影响 。 

例 474 并 联 弹 徐 和 并 联 阻尼 器 
并 联 弹 得 的 变形 量 等 于 单个 弹 签 的 变形 量 ， 其 合力 是 各 弹 得 力 之 和 ， 即 fi。 图 12.3 所 
示 为 连接 着 无 质量 模块 和 地 面 的 三 根 并 联 着 的 弹 得 。 

弹 得 的 平衡 位 置 在 图 12. 3a 所 示 的 未 拉 伸 状态 ， 在 上 面 增加 一 个 变形 量 x， 如 图 12. 3b 
所 示 ， 则 可 以 生成 如 图 12. 3c 所 示 的 自由 体 受 力图 。 每 个 弹簧 都 产生 一 个 与 变形 方向 相反 的 
J, f; = -kx;， 整 个 弹簧 组 的 合力 为 

fe = —hyx -kx kx (12. 16) 


可 以 用 一 根 等 效 弹 簧 代替 一 组 并 联 弹簧 ， 该 等 效 弹 簧 的 刚度 为 ks， 在 同一 变形 量 * 下 
将 产生 相同 的 作用 力 fro 
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b) 运动 状态 c) 自由 体 受 力图 


图 12.3 三 根 弹 簧 并 联 











f= -kx (12. 17) 
因此 ， 并 联 弹簧 的 等 效 刚度 是 各 弹簧 刚度 之 和 
keq =hy thy +k (12. 18) 


并 联 阻尼 顺 中 的 各 个 阻尼 器 速度 均 为 *， 并 联 阻尼 器 的 合力 凡是 各 阻尼 器 阻尼 力 之 和 。 
可 以 用 一 个 等 效 阻尼 器 代替 一 个 并 联 阻尼 器 ， 该 等 效 阻尼 器 的 阻尼 为 cq， 在 同一 速度 下 将 
产生 相同 的 阻尼 力 foo 

设 有 如 图 12. 4 所 示 的 三 个 并 联 的 阻尼 器 ， 其 阻尼 力 平衡 和 等 效 阻尼 关系 为 








fo = -c1 -C X -C3 X (12. 19) 
f= -Coq (12. 20) 
Coq =C1 +C +63 (12.21) 








a) 平衡 状态 b) 运动 状态 c) 自 由 体 受 力图 


图 12.4 三 个 阻尼 器 并 联 


例 475 柔性 框架 

图 12. 5 所 示 为 一 个 悬挂 在 框架 上 的 质量 m， 该 框架 是 弹性 的 ， 所 以 可 以 用 相互 关联 的 
一 组 弹簧 来 建 模 ， 如 图 12. 6a 所 示 。 如 果 假 设 各 个 梁 是 简单 支撑 的 ， 则 各 梁 跨 中 位 置 向 下 搁 
动 的 等 效 刚度 为 
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(12. 22) 


质量 m 振 劲 时 ， 各 弹簧 的 伸 长 如 图 12. 6b 所 示 。 
假设 将 质量 和 弹簧 分 开 ， 并 在 弹簧 广 的 下 端 施加 力 户 
如 图 12. 6c PAN. FA ky. ky 和 是 串联 关系 ， 各 弹 
簧 上 的 力 相 等 ， 而 总 变形 量 等 于 各 弹簧 变形 量 之 和 。 

BASE hy 和 ks 既 不 是 并 联 关 系 ， 也 不 是 串联 关系 。 
为 了 对 它们 进行 等 效 处 理 ， 假 设 弹 得 hh M ks 各 自 承 














受 一 个 等 于 .2 的 力 ， 因 此 可 进行 如 下 运算 。 ki 
= o f. m 
ô, DA ô; = 35, (12. 23) 
横梁 跨 中 的 位 置 变 化 为 图 12.5 质量 m 甚 挂 在 弹性 框架 上 
Bi se 了 (12.24) 






AN 









5, A > Hs 
. YY < 
: < 
= = 
b= 个 个 B = 
=. l | O45 < 
= O45 +534 
<= Bie), i 
kŠ i k $ 
— k2 
= 645+ 03+02 + = 
ky 全 Y = 
Z = 
> > k f 
| C] k 
p x 














a) b) c) 
l 12.6 ARENDA 
设 
bas = (12.25) 
45 


对 ka 和 定义 等 效 刚度 kas 





1 _1/1 1 1/1 1 
| e (12.26) 


则 等 效 弹簧 kys SO YOR AR TSS hy ko, ky PIK, JOT RAS SCH SEER BE keg N 
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E TD ge 2 
kea ki hy! hy ks 





pe ee re ae 
“ki k, ky 4k} 4k; 





(12.27) 


B4764 MEAE 

在 对 振动 系统 建 模 时 ， 和 忽略 了 弹簧 和 阻尼 器 的 质量 。 这 种 假设 在 弹 签 和 阻尼 器 的 质量 远 
小 于 它们 所 支撑 的 物体 的 质量 时 是 适用 的 。 但 是 ， 当 弹簧 质量 m, 或 阻尼 器 质量 my 与 物体 
质量 m 相近 时 ， 则 可 以 定义 一 个 新 的 系统 ， 令 其 等 效 质量 为 Meg 














(12. 28) 


1 
Mea 三 7110 十 om 


ed a8 
而 该 系统 由 没有 质量 的 弹 筑 和 阻尼 器 支撑 。 

设 含 质量 弹簧 的 振动 系统 如 图 12. 7a 所 示 ， 弹 筑 质 量 为 m,， 系 统 在 平衡 状态 时 的 长 度 
为 !。 弹 自 的 质量 在 长 度 方向 均匀 分 布 ， 所 以 可 以 定义 一 个 长 度 密 度 


























图 12.7 含有 质量 弹簧 的 振动 系统 








(12. 29) 
为 了 证 明 式 (12. 28 ) ， 寻 找 一 个 包含 质量 mm 和 一 根 无 质量 弹簧 的 系统 ， 使 其 保证 具有 与 原 
系统 相同 的 动能 。 图 12. 7b 表示 质量 m 在 位 置 x 时 的 速度 为 *， 弹 千 位 于 质量 块 与 地 面 之 
间 。 所 以 弹簧 的 下 端 没 有 速度 ， 而 男 一 端的 速度 则 与 m 的 速度 相同 。 下 面 自 弹 簧 与 地 面 结 
合 的 下 基点 到 弹簧 上 端 定义 一 个 坐标 zs， 在 z 上 的 一 个 弹 得 单元 的 长 度 为 dz， 质量 为 dm 

dm = pdz (12. 30) 
设 弹簧 单元 的 速度 分 布 是 线性 的 ， 如 图 12. 7c 所 示 ， 则 可 求 出 dm 的 速度 2 为 























= (12.31) 


系统 动能 是 质量 m 的 动能 与 弹簧 动能 的 总 和 。 
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K = Imi? + af (am?) = mi + 1 fo(2s) a 
= gmi +g Belts = Smt +> lie) eis 
= am + 7 Fpl) = (m+ Lm, 





因此 ， 等 效 系统 应 该 包括 一 个 无 质量 弹 答 和 一 个 质量 为 Meg =m + =m. 的 质量 块 ， 以 保证 其 
具有 与 原 系统 相同 的 动能 。 
12.2 牛顿 方法 和 振动 

每 个 振动 系统 都 可 以 建立 一 个 由 若干 质量 m;、 阻 尼 带 c; 和 弹簧 应 组 成 的 模型 ， 这 样 
的 模型 称 为 系统 的 离散 模型 或 集 总 模型 。 具 有 如 下 运动 方程 的 单 自由 度 振动 系统 如 图 
12.8 所 示 。 








- 











a) 平衡 状态 b) 运动 状态 c) 自由 体 受 力图 














图 12.8 单 自 由 度 振动 系统 





ma= -cw -kx +f(x,v ,t) (12.33) 

为 了 应 用 牛顿 方法 求 运动 方程 ， 假 设 各 质量 m; 在 离开 平衡 状态 位 置 x; 处 ， 速 度 为 x;， 

如 图 12.8b 所 示 。 图 12. 8c 中 的 自由 体 受 力图 给 出 了 受 力 情况 ， 则 可 以 由 牛顿 方程 式 
(9.11) 











G G 
Cpe pe Une (12. 34) 


获得 其 运动 方程 。 
振动 系统 的 平衡 位 置 在 系统 势能 V 的 极 值 位 置 。 
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ƏV 
on 70 (12. 35) 
通常 在 平衡 位 置 设 了 =0， 定 刚度 线性 系统 有 一 个 平衡 位 置 或 无 穷 多 个 平衡 位 置 ， 而 非 线性 
系统 可 能 有 多 个 平衡 位 置 。 如 果 在 某 平衡 位 置 有 








?>0 (12. 36) 
则 该 位 置 为 稳定 平衡 位 置 。 如 果 在 某 平衡 位 置 有 
oY <0 (12. 37) 


则 该 位 置 是 不 稳定 平衡 位 置 。 

可 以 根据 离散 振动 系统 单元 的 数量 和 布局 对 系统 进行 分 类 ， 质 量 单元 的 数量 乘 以 每 个 质 
量 单 元 的 自由 度数 ， 即 为 振动 系统 的 总 自由 度数 n， 最 终 的 方程 组 应 为 关于 n 个 广义 坐标 的 
n 个 二 阶 微分 方程 。 每 个 质量 单元 只 有 一 个 自由 度 时 ， 系 统 的 自由 度数 等 于 质量 单元 数 ， 自 
由 度 还 可 以 通过 定义 系统 结构 的 最 小 独立 坐标 数目 来 确定 。 

分 析 车 辆 垂直 振动 的 单 自 由 度 、 二 自由 度 和 三 自由 度 模型 如 图 12.9 所 示 。 图 12. 9a 中 
的 系统 称 作 四 分 之 一 车 辆 模型 ， 其 m, 表示 车 身 质量 的 四 分 之 一 ，m, 表示 一 个 车 轮 的 质量 。 












































a) b) c) 
































图 12.9 车辆 垂直 振动 的 单 自 由 度 、 二 自由 度 和 三 自由 度 模型 





























参数 名 和 eu 表示 轮胎 的 刚度 和 阻尼 ， 同 样 ， 参 数 k, M e, 表示 和 车辆 主 悬 架 的 刚度 和 阻尼 。 
图 12. 9c 称 作 1/8 车 辆 模型 ， 该 模型 中 没有 关于 车 轮 的 表述 。 图 12. 9b 是 一 个 四 分 之 一 车 辆 
模型 和 一 个 驾驶 人 模型 ， 驾 驶 人 质量 为 ma， 驾驶 人 座 椅 用 hg 和 cg 表示 。 
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例 477 1/8 车 辆 模型 

图 12. 9c 和 图 12. 10a 所 示 为 最 简单 的 车 辆 垂直 振动 模型 ， 有 时 称 该 模型 为 1/8 车 辆 模 
型 。m, 表示 汽车 车 身 质量 的 四 分 之 一 ， 装 在 由 弹 筑 k 和 阻尼 器 c, 构成 的 悬 架 上 。 当 质量 
m, 在 某 一 位 置 振动 时 ， 如 图 12. 10b 所 示 ， 其 自由 体 受 力图 如 图 12. 10c 所 示 。 








ks(x—-y) cs(t—y) 








a) b) c) 




















图 12.10 1⁄8 车 辆 模型 及 其 自由 体 受 力图 

















应 用 牛顿 方法 后 运动 方程 为 
m X= —k,(x,-y) -¢,(%,-¥7) (12. 38) 
分 开 输 入 量 y 和 输出 量 * 后 ,方程 可 以 简化 为 
m,x+c,%, +kx =ky+c, y (12.39) 











例 478 ”等 效 质量 和 等 效 弹簧 
图 12. 11a 是 一 个 由 质量 为 m 的 点 连 在 长 度 为 ! 的 杆 上 构成 单 摆 ， 坐 标 9 表示 杆 的 角度 
位 置 。 该 单 摆 的 运动 方程 可 以 应 用 欧 拉 方 程 并 结合 图 12. 11b 中 的 自由 体 受 力图 求 出 。 











mg 


a) b) c) 


图 12.11 单 摆 的 等 效 质量 - 弹簧 振动 器 





ml20= - mglsin@ (12. 40) 
简化 运动 方程 并 假设 摆动 角 很 小 ， 得 到 : 
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16+¢0=0 (12. 41) 
该 方程 相当 于 一 个 质量 - 弹簧 系统 的 运动 方程 ， 其 中 质量 m MOL, ERE k X g。 质 
量 的 位 移 量 x 对 应 90， 图 12. 11c 所 示 为 这 个 等 效 质量 -HERT 





例 479 力 的 正比 
振动 系统 的 运动 方程 是 四 个 不 同 力 之 间 的 平衡 ， 其 中 ， 一 个 力 与 变形 量 成 正比 ，- hx; 
一 个 力 与 速度 成 正比 ，- cv; 一 个 力 与 加 速度 成 正比 ，ma; 还 有 一 个 是 施加 于 系统 的 外 力 
f(x,，v，t) ， 该 力 可 以 是 变形 量 、 速 度 和 时 间 的 函数 。 根 据 牛 顿 方法 ， 与 加 速度 成 正比 的 
力 ，ma， 始 终 等 于 其 他 各 力 的 和 。 
ma = -cv -kx +f(x,v,t) (12. 42) 
例 480 二 自由 度 基 座 激励 系统 
图 12. 12a ~ c 显示 了 图 12. 9a 所 示 二 自由 度 系统 的 平衡 状态 、 运 动 状态 和 自由 体 受 力图 ， 
采用 该 自由 体 受 力图 的 前 提 是 























x >x >y (12.43) 














a) b) c) 


























Z| 12.12 1⁄4 车 辆 模型 及 其 自由 体 受 力图 




















应 用 牛顿 方法 后 得 到 下 面 两 个 运动 方程 。 
m, x, = -k (x -x,) -¢,(*%,-%,) (12.44) 


My Xu =k (xxu) +e (xX, 一 Xu) 


(12. 45) 
hy (ty =y) -cul Xu 7y) 

式 (12.43) 中 的 假设 不 是 必要 条 件 ， 用 其 他 假设 也 可 以 求 出 式 〈12.44) 和 式 
(12.45)， 如 xs<xu>y、xs>xu<y 或 xs<xu<ys。 但是， 提出 此 假设 有 助 于 获得 一 致 性 自由 
体 受 力图 。 

为 了 便于 进行 矩阵 计算 ， 通 常 将 线性 系统 运动 方程 整理 成 矩阵 形式 。 
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[M|x+[c]x+[k]x=F (12. 46) 
整理 式 (12.44) 和 式 (12.45) 后 得 到 如 下 方程 组 : 


0 [x c, 
a a 
alee na) 
kay tca Y 
例 481 文 ”倒立 摆 
图 12. 13a 所 示 为 一 个 带 有 头 部 质量 m、 长 度 为 1 的 倒立 摆 ， 该 倒立 摆 连 接着 两 根 独立 


的 支撑 弹簧 ， 弹 筑 连 接 在 点 了 处 ， ee 4 的 距离 为 a <1。 该 倒立 摆 的 自由 体 受 力图 如 图 
12. 13b 所 示 ， 对 点 A 取 力 和 矩 可 以 获得 如 下 运动 方程 。 














-k, k +k, 

















a) b) 








图 12. 13 带头 部 质量 m 和 两 个 支撑 弹簧 的 倒立 摆 











SM = 1,0 (12. 48) 


mg (lsin@) -2ka@( acosé@) =m 6 (12. 49) 
推导 式 (12.49) IN, Oy SCE yi ES Se eA AL, (BSR EE LA EI 
理 方程 ， 并 假设 9 非常 小 ， 则 非 线 性 运动 方程 式 (12.49) 可 以 近似 处 理 为 





ml? 6+ (mgl -2ka?)0 =0 (12. 50) 
上 式 等 效 于 线性 振动 器 
MoO + eq =O (12. 51) 
式 中 ，meq 为 等 效 质量 ; ke EAE 
Meg = ml? koq = mgl - 2ka? (12. 52) 


倒立 摆 的 势能 可 以 表示 为 
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V= —mgl(1 - cos0) + ka? 6" (12. 53) 
上 式 在 0 =0 时 结果 为 0。 如 果 9 非常 小 , 则 势能 了 近似 等 于 
V=- J mel? + ka? 9’ (12.54) 
因为 
cosb~1 -5 + 0( 6") (12. 55) 
所 以 ， 为 了 求 出 系统 的 平衡 位 置 ， 还 应 解 下 面 的 方程 ， 找 到 满足 要 求 的 0 
T: —2mglo +2ka’0 =0 (12. 56) 
方程 的 解 为 
0=0 (12. 57) 
这 表明 ，6 很 小 时 ， 竖 直 位 置 是 倒立 摆 的 唯一 平衡 位 置 。 但 是 ， 如 果 
mel = ka? (12.58) 
则 任何 0=0 附近 的 位 置 都 可 以 是 平衡 位 置 ， 也 就 是 说 ， 倒 立 摆 存在 无 穷 多 个 平衡 位 置 。 








势能 的 二 次 导数 
2 
OV = E (12. 59) 


ax? j 


表示 如 果 满足 





ka” > mgl (12. 60) 
则 平衡 位 置 6 =0 是 稳定 平衡 位 置 。 如 果 系 统 偏离 平衡 位 置 ， 稳 定 平衡 位 置 会 拉 回 系统 使 其 
恢复 到 平衡 态 ， 而 不 稳定 平衡 位 置 则 会 将 系统 推 离 平衡 位 置 ， 振 动 只 会 在 稳定 平衡 状态 
发 生 。 
12.3 振动 系统 的 频率 响应 


频率 响应 是 系统 受 简 谐 激励 时 运动 方程 的 稳 态 解 ， 稳 态 响应 是 指 在 初始 条 件 的 影响 逐渐 
消失 之 后 ， 某 确定 频率 上 的 等 幅 振 动 。 简 谐 激励 是 作用 在 振动 系统 上 的 任意 正弦 函数 的 组 
合 ， 如 果 系 统 是 线性 系统 ， 则 对 系统 的 简 谐 激励 产生 人 简 谐 响应 ， 其 振幅 与 频率 有 关 。 在 频率 
响应 分 析 中 ， 需 要 建立 振动 的 稳 态 振幅 与 激励 频率 的 函数 。 

车 辆 动力 学 中 有 非常 多 的 振动 系统 可 以 用 单 自由 度 系 统 建 模 ， 单 自由 度 质 量 — 弹簧 - 阻 
尼 絮 系统 即 为 其 中 的 一 种 。 单 自由 度 简 谐 激 励 系统 有 四 种 ， 基 座 激励 、 偏 心 激励 、 偏 心 基 座 
激励 和 力作 用 激励 。 

这 样 的 四 个 系统 的 符号 简 图 如 图 12. 14 所 示 。 

基 座 激励 是 车 辆 垂 向 振动 的 最 常见 模型 。 俩 心 激励 模型 适用 于 装 在 悬 架 上 的 旋转 装置 ， 
例如 发 动机 基 座 上 的 发 动机 。 偏 心 基 座 激励 模型 适用 于 安装 在 发 动机 上 的 设备 的 振动 ， 力 作 
用 激励 几乎 没有 实际 的 应 用 ,但 是 该 模型 是 研究 受 迫 振动 的 最 简单 的 模型 ， 适合 于 教学 
使 用 。 

为 简便 起 见 ， 首 先 考察 一 个 简 谐 受 迫 振动 系统 的 频率 响应 。 
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a) 基 座 激励 b) 偏心 激励 c) 偏心 支 座 激励 





12.3.1 力作 用 激励 





图 12. 14 ”四 种 实用 的 单 自由 度 简 谐 激励 系统 


d) 力作 用 激励 


图 12. 15 所 示 为 一 个 在 刚度 为 左 的 弹簧 和 阻尼 系数 为 阻尼 器 支撑 下 的 单 自 由 度 振 动 质 


量 m。m 相对 于 平衡 位 置 的 绝对 运动 用 坐标 * 表示 ， 正 弱 激 励 作 


用 力 
f=Fsinwt 
作用 在 质量 单元 上 ， 产 生 系统 振动 。 
系统 的 运动 方程 为 


mx +c THx = Fsinot 
从 而 产生 等 于 如 下 某 一 函数 的 频率 响应 : 
x =A,sinwt + B, coswt 
= Xsin( wt - ¢, ) 
其 稳 态 响应 的 振幅 为 X 
X 1 


F/k (1 =r)? + (2€r)? 














相位 角 为 w， 
px = arctan 
男 外 还 有 频率 比 r、 固 有 频率 on 和 阻尼 比 £- 
ee od 
Z a 
¿= c 
2 km 
k 
On =,/— 
m 


(12.61) 


(12. 62) 


(12. 63) 
(12. 64) 


(12. 65) 


J=Fsinwt 





图 12.15 受 简 谐 力作 用 激 
励 的 单 自由 度 系 统 


(12. 66) 


(12. 67) 


(12. 68) 


(12. 69) 


相位 角 pe 表示 响应 x HAX FRU SP ea, FP eR X= XC) 的 重要 性 ， 常 称 该 函数 
为 系统 的 频率 响应 。 而 且 频 率 响 应 可 以 应 用 于 所 有 的 系统 特征 量 ， 这 些 特 征 量 应 为 激励 频率 





的 函数 ， 如 速度 频率 响应 X =X(w) 和 传递 力 频率 响应 广 = 广 (w) 。 








182 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (下 册 ) ( 原 书 第 2 版 ) 





X M p, EH r me 的 函数 ， 图 12. 16 和 图 12.17 ANA X M p, 的 频率 响应 曲线 。 


S=Fsin(wt) 7 
ts 


k c 


















P,/rad 





S=F sin(wt) 
T 

k c 
2 


J=Fsin(wt) 





图 12. 17 相位 角 p, 的 频率 响应 














WEAR: 应 用 牛顿 方法 和 图 12. 18 中 的 自由 体 受 力图 ， 
生成 运动 方程 式 (12. 62) ， 该 运动 方程 是 线性 微分 方程 。 
线性 方程 的 稳 态 解 是 与 激励 函数 相同 的 函数 ， 函 数 振幅 和 
相位 角 未 知 。 因 此 ， 解 可 能 是 式 (12.63) 或 式 (12.64), 
把 解 代入 运动 方程 后 ， 可 以 求 出 响应 的 振幅 和 相位 。 考 察 
式 (12.63) 的 解 并 求 出 如 下 方程 : c 

- mw’ (A,sinot + Bicoswt) + cw(A,coswt — B sinwt ) 图 12.18 图 12.15 中 受 简 谐 旋 

+k(A,sinwt + B,coswt) = Fsinwt (12. 70) 作用 激励 的 单 自由 度 系统 
函数 sinwt 和 coswt TEX, 因此 它们 的 系数 应 在 等 号 两 边 平 的 自由 体 受 力图 
HT, PKZ sinet 和 coset 的 平衡 过 程 可 以 获得 关于 4 和 Bi 



































12 ”应 用 振动 学 183 











的 两 个 方程 。 
Us | an 
解 后 得 到 系数 4 M B 
4 oe ege 
Pie aoe el 
k - mo? (12. 72) 
_ (k —mw?)? +o 
Sai 





k-mw*)* +o? 
( 


从 而 获得 了 稳 态 解 式 (12. 63) 。 
可 以 通过 令 式 (12.63) 和 式 (12.64) 相等 求 出 振幅 XX 和 相位 角 p,。 











A,sinwt + Bilcoswt = Xsin( wt - p, ) (12.73) 
= Xcoso,sinwt — Xsing,,coswt 
表明 
A, =Xcoso, (12. 74) 
B, = —Xsing, (12.75) 
因此 
X= JA +B? (12.76) 
-BI 
tang, = yee (12.77) 
MAIN (12.72) 中 取 4 和 Bi 代入 后 得 到 如 下 解 
X= l F (12. 78) 
(k -—mw*)? +o? 
tang, = 7 ERE (12.79) 


还 可 以 采用 式 (12.65) 和 式 (12.66) HHJ rA ERRIRIK X MALH p,， 这 种 方法 更 为 
实用 。 
对 m 施加 恒 力 f= 玉 后 产生 变形 量 6,。 


ô= (12. 80) 


APKS H SRE, PAN IERE, WW X76, 为 动态 振幅 与 静态 振幅 的 比 。 在 r =0 
时 ,动态 振 幅 等 于 静态 振幅 ， 即 X=6,; 在 r 一 % 时 ， 动态 振幅 接近 于 0， 即 X 一 0。 但 是 ， 
Erol, woo, IN, X 获得 较 大 值 。 理 论 上 讲 , r=1 时 ， 如 果 & =0， 则 XX 一 w% 。 固 有 频率 附 
近 的 频率 域 称 作 共 振 区 ， 可 以 通过 引入 阻尼 减 小 共振 区 内 的 振幅 。 
例 482 受 迫 振动 系统 示例 
设 一 质量 - 弹 壬 -阻尼 系统 参数 为 
m =2kg k = 100000N/m c =100Ns/m (12.81) 
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系统 的 固有 频率 和 阻尼 比 为 


wn = + - or = = 223. 6lrad/s ~35. 6Hz 


¿= D =0. 1118 


2 ykm 2 100000 x2 























f =100sin100¢ 
作用 在 m 上 ， 则 该 质量 振动 的 稳 态 振幅 XX 为 
X= ue =1.24x107%m 
(1 -7r )? + (2ér)? 











由 于 
r = =0. 44721 
Cn 





振动 的 相位 角 8, 为 





= 





=0. 124rad ~7. 12° 


pv = arctan 


Ak, m 的 稳 态 振动 可 以 用 如 下 函数 表示 ， 
x =1.24 x10 ~4sin( 1002 - 0. 124) 
X A p, 的 值 也 可 以 在 图 12. 16 和 图 12. 17 中 近似 找到 。 
例 483 速度 频率 响应 和 加 速度 频率 响应 
计算 位 置 频率 响应 时 





x =A,sinwt +Bicoswt = Xsin( at - p, ) 
也 可 以 通过 求 导 计算 速度 频率 啊 应 和 加 速度 频率 响应 。 


x =A,wcoswt — B wsinwt = Xwcos( wt - 9,) 

















= Xcos( wt -@,) 
x = —A,@’sinwt — B w coswt = - Xw’sin( wt - ¢,) 
= Xsin( wt -@,) 
速度 频率 响应 和 加 速度 频率 响应 的 振幅 用 X 和 X 表 示 


w 
oe 








(k -mw +w 


Pry 2 
X= a F 
(k -mw)? +o” 








可 以 写作 
ae r 
F/ ykm (1-7)? + (2ér)?* 








i k 
F/m (1-7)? +(2ér)” 








(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


82) 


83) 


84) 


85) 


86) 


87) 


88) 


89) 


90) 


91) 


92) 


93) 


94) 


95) 


速度 和 加 速度 的 频率 响应 式 (12. 94) 和 式 (12.95) 的 曲线 如 图 12. 19 和 图 12. 20 所 示 。 
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Filkm 




















图 12. 19 ”速度 频率 响应 












Fim 





¢=1.0 





图 12. 20 ”加 速度 频率 响应 





例 484 传递 到 基 座 上 的 力 
受 迫 激励 系统 ,如 图 12. 15 所 示 , 将 力 fr 传递 一 个 地 面 。 传 递 的 力 等 于 弹 筑 和 阻尼 右上 
作用 力 的 合力 
fr=fr tf. =hx +c x (12.96) 
从 式 〈12. 63) 中 提取 x， 从 式 (12.72) 中 提取 A, 和 Bl。 表明 传递 力 的 频率 响应 为 


fr =k(A,sinwt +Bicoswt) + cw(A,cosat — Bsinwt) 








= (kA, -cwBi )sinwt + (kB, +cwA, ) cosat eh) 
= Frsin( wt - pr,) 
方 的 振幅 Fr 和 相位 角 pr 为 
F 2-2 
r vk tew (12. 98) 
F (k-mo )? +e @ 
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VI+ Qé)? 
(1 ary + (2ér)? 
cw _ 2ér 


k-mo 1-r 











tangp, = 


因为 





Fy = VCM —cwB,)? + (KB, +cwA,)? 
- (kB, +cwA, ) 
ae kA, -cwB, 


(12.99) 


(12. 100) 


(12. 101) 


(12. 102) 


传递 力 频率 响应 AF 的 曲线 如 图 12. 21 所 示 ， 因 为 pr R (12.66) 相同 ， 所 以 pr 


的 曲线 图 与 图 12. 17 中 的 一 样 。 


2 f=Fsin(@t) 























F 
Z| 12. 21 OZ 


例 485 求 传递 力 广 的 另 一 种 办 法 


还 可 以 用 运动 方程 和 从 式 (12. 63 ) 提 取 x 的 方法 求 传递 力 广 的 频率 响应 , 即 


fr =Fsinwt -m x = Fsinot + mæ’ (A, sinwt + B| cost) 
= (mA w? + F) sinwt + mw’ B cost 


= Frsin( wt - 9, ) 
因为 





Fr = VCndio2 + F)? + (moB)? 


VkE+c ow 


ae 








(k -mw +00 
-mow B, 
r, = arctan ——,— =arctan 
: mo A, +F k-mo 


所 以 振幅 Fr 和 pp WEARS (12.99) 和 式 (12.100) 相同 。 
例 486 非 机械 简 谐 受 迫 振动 





2 








(12. 103) 


(12. 104) 


(12. 105) 


在 机 械 学 中 ， 没 有 办 法 在 不 接触 目标 时 对 机 械 装 置 施 加 周期 性 作用 力 并 使 其 产生 变形 ， 
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所 以 图 12. 15 所 示 的 受 迫 振动 系统 在 现实 中 没有 实际 的 应 用 。 但 是 ， 可 以 用 铁 磁 性 物质 制造 





m， 并 用 磁性 物质 施加 力 或 周期 性 磁性 力 。 
例 487 x PRA sinwt 和 coswt 的 正 交 性 
设 有 两 个 定义 域 在 la, b] 中 的 函数 ft) Melt), WA 
[osg(od =0 
JU) PRA sinwt 和 coswt 在 周期 7=|10，27/o] WEZ, Ep 


2T/w 
| sinwtcoswtdt = 0 

















人 


例 488 文 ”线性 系统 的 拍 振 
设 在 如 下 两 个 简 谐 力 廊 Al fs 作用 下 形成 位 移 量 x(1) 。 
fi =F cosw,t fa = F cosw,t 
fi 的 稳 态 响应 为 
x(t) =X,cos(w t+ Q, ) 
fy 的 稳 态 响应 为 
X(t) =X cos( wt + @> ) 
因为 系统 是 线性 特性 ， 所 以 系统 对 fi + 的 响应 应 该 为 
x(t) =x, (t) +x (t) 
=X cos(wıt +1) +X,cos( wt +o) 


把 x(1) 表 达成 男 一 种 更 为 简便 的 形式 


1 
x(t) = 了 (2 +X,)[cos(w,t +o) +cos(woor+o ) | 


1 
t57 - X,) [cos(wit +e) -cos(wt +e) | 














再 把 和 转换 成 积 的 形式 


x(t) = (XI +X, )cos 








w TO? pI + p2 
2 2 








xos ®! hs _ PI ;| 
Si 2 2 


| EO Gi 二 2 


— (X -X,)si 
(X, -X,)sin ; 











X sin 

该 方程 还 可 以 再 整理 成 下 面 的 形式 
x(t) =(X, +X,)cos(Q,t - Pı )cos( Qt - B,) 

-(X -X,)sin(.Q)t - ®, )sin(.Q,t - @,) 








@| 02, _ f ae 
2 





式 中 符号 的 含义 如 下 
_O1 +w, _®Iı 一 > 
Cre 2 a 2 
avi + Qo G1 ~ 2 


2i 2 a: 


— 


(12 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


. 106) 


107) 


108 ) 


. 109) 


.110) 


.111) 


.112) 


113) 


114) 


115) 


116) 
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图 12. 22 所 示 为 下 面 参数 的 x(t) 曲线 
X1=1 X, =0.8 w1=10 (12.117) 
w =11 gy, =0 op =0 
位 移 x(t) FE (CX, +X) A(X, -XQ) lala, FQ, 振动 在 低频 2 振动 的 包 
络 线 之 内 ， 这 种 振动 称 作 拍 振 。 














X, =X, =X Wh, 
x(t) =2Xcos(Q,t - Pı )cos( Qt - B, ) (12. 118) 
每 半 周 期 T=27/02, HF, x(t) 变 为 0。 
is} |} a - A S 
\ / \ Z \ 
/ Å / \ 
l k z1 k / RE 
1 R / Ne / ‘ 
0.5 | Rai Nisd 
| 
od 
0.5 R ge, 
4 \ / \ A 
一 of \ wf Se ra 
1.5 a ‘J Fé S i 
0 2 4 6 8 10 12 14 


Us 
图 12.22 拍 振 现象 
12.3.2 基 座 激励 


图 12. 23 所 示 为 一 个 受 简 谐 基 座 激励 的 单 自由 度 系统 ， 
其 中 弹簧 大和 阻尼 器 。 文 撑 着 质量 单元 m。 基 座 激励 系统 模 
型 很 适合 于 研究 车 辆 悬 架 系统 ,或 其 他 安装 在 振动 文 座 上 的 
设备 ,m 相对 于 平衡 位 置 的 绝对 运动 用 坐标 x RIAR , TES 





















































运动 A y=Ysinot 
y = Ysinet (12. 119) 
施加 在 悬 架 基 座 上 ， 使 系统 产生 振动 。 人 
系统 的 运动 方程 可 以 用 下 面 任意 一 个 绝对 位 移 量 * 的 方 ee 
程 表示 
mx+cext+kx =cYwcoswt + kYsinwt (12. 120) 
X+2&o, % + wrx =2&w,wYcoswt + w Ysinwt (12. 121) 
或 用 下 面 任意 一 个 相对 位 移 量 z 表示 
m2+cz+hz= mo Ysinot (12. 122) 
2+ 2éw, 2+ w2z =w Ysinwt (12. 123) 
z=x= y (12. 124) 
运动 方程 产生 如 下 绝对 频率 响应 和 相对 频率 啊 应 。 
x =A,sinwt + B,coswt (12. 125) 


=Xsin (at -¢,) (12. 126) 
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z =A,sinwt + B} coswt (12. 127) 
=Zsin (at -¢,) (12. 128) 
x 频率 响应 的 振幅 为 X，z 频率 响应 的 振幅 为 Zo 
L- vl + (2gr)" (12. 129) 
(1 =r) + (2ér)? 
Z r 
12. 130 
e E PS CRY i l 
x 和 Z 的 相位 角 分 别 为 Px 和 Pzo 
Qér? 
Q, = arctan 1 + (Qe)? (12. 131) 
op, = arctan L (12. 132) 


-r 


相位 角 w, 表示 响应 x 相对 于 激励 y 的 角度 滞后 。 图 12. 24 ~ 图 12. 26 是 频率 响应 XX、Z 和 e, 


WHR, X. ZA gp, SII rF E 的 函数 。 


x 


ae is 


y=Ysin wi) 
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/rad 





P; 


Pa (°) 


























0 0.5 1 1.5 2 2.5 
412.26 o, 的 频率 响应 
证 明 :应 用 牛顿 方法 和 图 12.27 中 的 自由 体 受 力图 后 , 生 i 
成 运动 方程 
mx = —c(x-y) -k(x—y) (12. 133) 
基 座 激励 系统 中 实际 用 到 的 是 相对 位 移 量 k(x-y) c(i 
ZER (12. 134) 














R| 12.27 受 简 谐 基 座 激励 的 











相对 位 移 量 之 所 以 重要 ， 是 因为 对 于 像 车 身 这 样 装 在 悬 架 上 





























单 自 由 度 系 统 
的 任何 装置 ， 都 需要 控制 基 座 与 装置 之 间 的 最 大 行程 和 最 小 
行程 。 对 式 (12.134) 求 导 得 到 
z=xN-¥ (12. 135) 
代入 式 (12. 133) 后 得 到 
m(z+y) = -cz- kz (12. 136) 


可 以 转化 成 式 (12.122) 和 式 (12. 123) 。 
式 〈12. 120) 的 稳 态 解 可 能 是 式 (12. 125)， 也 可 能 是 式 (12. 126 ) ， 为 了 求 出 响应 的 
振幅 和 相位 角 ， 把 式 (12. 125) 代入 到 运动 方程 。 


- mw’ (A,sinwt + Bycoswt) + cw(A,coswt — B,sinat ) (12. 137) 





+k(A,sinwt + B,coswt) = cYwcoswt + kYsinwt 


函数 sinwt 和 coswt 的 系数 必须 在 等 式 两 边 平衡 。 


kA, —mA,w* -cByw = Yk (12. 138) 

kB, - mw B, + cwA, = Yew (12. 139) 
A SIN 
一 CO 

12. 140 

k- lle |- ool ( ) 


解 方程 求 出 系数 4 和 B 
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A, k - mo? -co 1 Yk 
Ae a a 
k(k-mo?) +w? (12. 141) 
(k -mo )* +w 
j cw(k -mo ) — ckw 
(k -mo )? +o 
即 可 获得 稳 态 解 式 (12. 125), 
振幅 XX 和 相位 o, 可 以 用 下 面 的 公式 求 出 
X= [AP +B? (12. 142) 
-B, 
tang, =~ (12. 143) 
从 式 (12.141) 中 提出 A, 和 B,， 代 入 后 得 到 如 下 结果 : 
X= btew y (12. 144) 
(k -mo )? +e 
tanp. = E(k - a w ea 
用 r 和 & 求 出 的 X 和 gs 的 表达 式 (12.129) 和 式 (12.131) 更 为 实用 。 
为 了 求 出 相对 位 移 的 频率 响应 式 (12.130)， 将 式 (12.127) 代入 式 (12. 122)。 
- mæ’ (Assinwt + Bacoswt) + cw(A;coswt — Bssinwt) (12. 146) 
+k(Assinwt + Bacoswt) = mw’ Ysinet 
函数 sinwt 和 coswi 的 系数 平衡 
kA, —mA,w* -cB3w = mw Y (12. 147) 
kB, - mw’ Bs + cwA; =0 (12. 148) 
得 到 可 以 用 于 求 44 和 B, 的 两 个 代数 方程 。 
ee for ae Il |= ie "| (12. 149) 
k mw ALB; 
解 之 得 到 系数 44: 和 By 
A; k - mo? -cw 1| mo Y 
E A 
ma ern (12. 150) 
2 (k ay a 
meow? 
i (k - mo’)? T 
即 可 获得 稳 态 解 式 (12. 127)。 振 幅 和 相位 角 为 
Z=,/A;? +B; (12. 151) 
- B, 
tang, = 一 一 (12. 152) 
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代入 式 〈12. 150) 中 的 43 和 Bs 后 得 到 : 


2 











Z= mæ Y (12. 153) 
(k -mo )? +o" 
tanp, =7 T (12. 154) 





式 (12.130) 和 式 (12. 132) P X A p, 的 表达 更 为 实用 。 
例 489 基 座 激励 系统 
设 某 质 量 - 弹簧 -阻尼 咒 系 统 的 参数 为 




















m=2kg k=100000N/m ~—c = 100Ns/m (12. 155) 
如 果 作 用 在 该 系统 上 的 简 谐 基 座 激励 y 为 
y =0. 002sin350t (12.156) 
则 质量 单元 振动 的 绝对 稳 态 振幅 X 和 相对 稳 态 振幅 2 为 
2 
证 (12. 157) 
(1 ay? ¥ + (2ér)* 
2 
Z= us =9. 589 x 10 -4m (12. 158) 
(1 = + (2ér)* 
因为 
o, = + =223. 6lrad/s ~35. 6Hz (12. 159) 
é=—*— =0. 1118 (12. 160) 
2 Skm 
r=” =1. 5652 (12. 161) 
Wy 
x Fil z 的 相位 角 p, 和 gq; 为 
2ér? 3 
px = arctan 1-P +(e)? =0. 489rad = 28. 02 (12. 162) 
2ér A 
gy, = arctan ioe" 1. 8585rad ~ 106. 48 (12. 163) 
所 以 质量 单元 m 的 稳 态 振动 可 以 用 如 下 函数 表示 。 
x =1. 9573 x10-3sin(350: -0. 489) (12. 164) 
z=9.589 x 10 ~*sin(350¢ — 1. 8585) (12. 165) 


例 490 ”频率 响应 的 比较 
通过 比较 可 知 式 (12. 130) 与 式 e 94) 等 效 ， 因 此 ， 基 座 激励 系统 的 相对 频率 响应 


包 与 力作 用 激励 系统 的 加 速度 频率 响应 也 与 图 12. 17 相同 。 








比较 式 (12. 129) 与 式 (12.99) 可 知 ， 基 座 激励 系统 的 振幅 频率 响应 多 ， 与 简 谐 力作 





用 激励 系统 的 传递 力 频率 响应 守 的 振幅 相同 ， 但 是 两 种 响应 的 相位 角 不 同 。 
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例 491 基 座 激励 系统 的 绝对 速度 和 加 速度 
已 知 某 基 座 激励 系统 的 位 置 频率 响应 为 

x =A,sinwt + B,coswt = Xsin( wt - p, ) (12. 166) 
则 可 以 计算 速度 和 加 速度 频率 响应 。 


x =A, wcoswt — B wsinwt 


= Xwcos(wt - p, ) (12. 167) 
= Xcos( wt -@,) 
X= —A,w°*sinwt — Bw coswt 
(12. 168) 


= -Xw sin( wt - ¢, ) 

= Xsin(wt - 9, ) 
PERE FA GA ET HR XA 

fs 2 2. 5.2: 

ye ONO y (12. 169) 


(k-mw*)* +o 























yok +o" y (12. 170) 
(k-mo)? +o 
可 以 写作 
X o rité) (12.171) 
hY 1-7) + (2)? 
X a rfl +(2ér)? (12. 172) 





oY (1-7)? + (2ér)? 
图 12.28 和 图 12.29 分 别 是 速度 频率 响应 式 (12. 171) 和 加 速度 频率 响应 式 (12.172) 的 
曲线 图 。 























图 12. 28 基 座 激励 系统 的 速度 频率 响应 
在 两 个 图 中 都 存在 一 个 点 ， 称 作 节 点 或 转折 点 ， 在 节点 处 ， 作 为 & 函数 的 X 和 匀 出 现 转 
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图 12. 29” 基 座 激 励 系 统 的 加 速度 频率 响应 








折 ， 在 节点 之 前 , X 和 式 随 着 上 的 增加 而 增加 ， 在 节点 之 后 ， 则 随 着 上 的 增加 而 减 小 。 可 以 
通过 找 上 =0 和 & = o 频率 响应 曲线 的 交点 找到 节点 ， 还 可 以 用 同样 的 方法 找到 加 速度 频率 
响应 的 节点 。 











bmp = +] 一 (12. 173) 
Jim 5 +r (12. 174) 
因此 ， 两 个 极限 的 交点 处 的 频率 比 即 为 方程 的 解 
r (r -2) =0 (12. 175) 
节点 处 的 频率 响应 等 于 
r= (12. 176) 








节点 处 的 加 速度 频率 响应 不 是 上 的 函数 。 
i eel ae (12. 177) 
peel a ei 
采用 和 速度 频率 响应 相同 的 方法 ， 获 得 相同 的 节点 频率 比 r=w2， 但 是 频率 响应 在 节点 处 的 
值 不 同 。 








X BE +1 
lim = 2 =/2 12. 178 
bey 2 a 2 ( ) 
例 492 基 座 激励 系统 的 相对 速度 和 加 速度 
可 以 应 用 基 座 激励 系统 的 相对 位 移 频率 响应 





z=A,sinwt + B;coswt = Zsin( wt - p, ) (12. 179) 
计算 相对 速度 和 加 速度 频率 响应 。 
z=A,wcoswt — Bawsinwt = Zwcos( wt — p, ) (12. 180) 


= Zcos( wt -ọ,) 
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Z = -A3w’ sinwt - Bzw coswt = - Zw’ sin( wt — 9,) (12. 181) 
= Zsin( wt -@,) 
AED LSE ALG RE RS MEI Z UZ 
3 
Z= mo Y (12. 182) 
(k-mo’)* +c’ a 
oe 4 
Z= = Y (12. 183) 
(k-mw?)? +o 
可 以 写作 
7 3 
a r (12. 184) 
Y S/O)? + (26)? 
3 : 
a : (12. 185) 





oY JU =P)? + (er) 
例 493 基 座 激励 系统 传递 到 基 座 的 力 
基 座 激励 系统 对 地 面 的 传递 力 f 等 于 弹簧 和 阻尼 器 上 力 的 和 ， 如 图 12. 23 所 示 。 
fr=f th =kla-y) +e(x-y) (12. 186) 
根据 运动 方程 式 (12. 140) 等 于 


fr= -mx (12. 187) 
从 式 (12.168) 和 式 (12.172) 中 提取 x* 并 代入 ， 可 知 传递 力 的 频率 响应 可 以 写作 
Fr ie o VE +o = r? fl + (2ér)? (12. 188) 











AY koma +a” fA =P)? + (26)? 


频率 啊 应 二 与 图 12. 29 所 示 的 频率 响应 相同 。 


例 494 文 ”XY 的 最 大 极 值 线 
绝对 位 移 频率 响应 X/Y 的 峰值 会 根据 的 情况 在 不 同 的 > 值 时 出 现 ， 为 了 找到 其 中 的 关 
系 ， 对 式 (12.129) 给 出 的 XAY 求 对 7 的 导数 ， 并 解 方程 。 
dX 2r(1 -r -2E ) 
drY Mt +4P2[ (1-1)? + (2ér)?]? 
下 面 用 Xe 表示 振幅 峰值 ， 用 7。 表示 相对 应 的 频率 ， 则 ra ANKE 





-0 (12. 189) 




















fh = i bs VBP) (12. 190) 
该 式 只 是 的 函数 。 
将 式 (12.190) 中 的 加 号 结果 代入 到 式 (12. 129) 就 可 以 求 出 振幅 峰值 
mu Ea H (12. 191) 








Y Vee + (ge -4E -1) 82 4141 
图 12. 30 PERN X mas FU Tma XT E 的 函数 关系 曲线 。 
Gil 495% Z/Y 的 最 大 极 值 线 
相对 位 移 频 率 响应 ZAY 的 峰值 会 根据 的 情况 在 r+>1 时 出 现 , 为 了 找到 其 中 的 关系 ， 
对 式 (12.130) 给 出 的 ZAY 求 对 7 的 导数 ， 并 解 方程 。 
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y=Y sin(@r) 





0 0.2 0.4 , 0.6 0.8 l 
12. 30 “振幅 峰值 Xa AIH NZ NIE raa XT CNY BOE 
d Z E 2r(1 -r -2r E) 
dr Y [A -r)? 4 (2ér)?]7 
下 面 用 Z,,, 表 示 峰 值 振幅 ， 用 "表示 相对 应 的 频率 ， 则 天 ,的 值 为 





N 














-0 (12. 192) 

















2 1 
Tmax = (12. 193) 
V1 -28 
该 式 在 下 面条 件 下 有 一 个 实数 值 
<2 (12. 194) 
将 式 (12.193) FLASK (12. 130) 就 可 以 求 出 峰值 振幅 Zma 
Lm d (12. 195) 
了 2 iP 
下 面 是 一 个 例子 ， 系 统 的 参数 为 
m =2kg k = 100000N/m c = 100Ns/m (12. 196) 
w, =223.6lrad/s  € =0. 1118 Y =0. 002m 
其 最 大 振幅 ; 
上 -3 
Z max = 一 -一 =9.0585 x10-3m (12. 197) 
2é V1 -22 
最 大 振幅 发 生 在 
的 (12. 198) 
V1 -2¢? 





12.3.3 偏心 激励 


图 12. 31 所 示 为 一 个 单 自 由 度 俩 心 激励 振动 系统 ， 其 中 弹簧 
和 阻尼 器 支撑 着 质量 单元 m， 一 个 不 平衡 质量 m, 在 距离 e 处 以 
角速度 w 旋转 。 偏 心 激 励 振 动 系统 模型 很 适合 于 人 研究 车 辆 发 动机 ， 或 其 他 安装 在 有 弹性 其 
架 静 止 基 座 上 的 旋转 机 件 。 

m 相对 于 平衡 位 置 的 绝对 运动 用 坐标 x 表示 ， 不 考虑 m 的 侧 向 运动 ， 简 谐 激励 力 为 








图 12.31 受 偏心 激励 的 


























单 自由 度 系统 
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f. =m.,ew’ sinwt (12. 199) 
作用 在 m 上 使 系统 振动 ， 距 离 。 称 作 偏心 距 ，m, 称 作 偏心 质量 。 
系统 的 运动 方程 为 
mx +c% +kx =m,ew sinot (12. 200) 
或 
x +2éw, xX + wx = gew sinwt (12. 201) 
Mm, 
£=— (12. 202) 
m 
系统 的 绝对 位 移 响应 为 
x =Assinwt + Bycoswt (12. 203) 
= Xsin (at -@,) (12. 204) 
振幅 为 X， 相 位 角 为 p. 
a (12. 205) 
CE (1-7)? + (2€r)? 
gy, =arctan ae (12. 206 ) 
-r 





相位 角 pe 表示 响应 x 相对 于 激励 mew sinot 角度 滞后 ， 图 12.32 和 图 12.33 EX Filo, 的 频 
KMR, XA p. 均 为 r 和 的 函数 。 












最 高 线 


w 
D 








g= 








l 
1 
a T L T 
1 1.5 


N 
N 
n 




















: 
图 12. 32 “位置 频率 响应 于 
ee 


证 明 : 应 用 x 方向 的 牛顿 方法 和 图 12. 34 中 的 自由 体 受 力图 ,生成 运动 方程 
mx = -cx -kx +m,ew’sinat (12. 207) 


IN (12.200) 除 以 m， 并 采用 下 面 有 关 定 义 后 可 以 转换 成 式 (12.201). 。 固 有 频率 、 阻 尼 比 


和 频率 比 的 定义 为 
o, = Jt (12. 208) 


é= (12. 209) 
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Felrad 









M— Me 








40 
20 
0 
图 12.33 g. 的 频率 响应 
r= (12.210) 
(CU 
参数 e = 一 称 作 质 量 比 ,表示 偏心 质量 m, 和 总 质量 m 的 比 。 





式 (12.200) 的 稳 态 解 可 能 是 式 (12.203), 也 可 能 是 式 
(12. 204) ,为 了 求 出 响应 的 振幅 和 相位 角 , 把 式 (12. 203) 代入 
到 运动 方程 。 

—mow’ (A,sinwt + Bacoswt) + cw(A,coswt — Basinwt) 


+k(Aysinwt + Bacoswt) =m,ew* sinwt 

















(12.211) 图 12.34 受 偏心 激励 的 单 自 
数 sinwt 和 coswt 的 系数 必须 在 等 式 两 边 平衡 。 由 度 系 统 自由 体 受 力图 





























kA, - mAsw” —cByw = mew" (12. 212) 
kB, - mw’ B, + cwA, =0 (12. 213) 
因此 ， 可 以 求 出 计算 44 和 By 的 两 个 代数 方程 。 
k - mo’ — cw mew 
= (12.214) 
0 
解 方程 求 出 系数 44 All By 
交 wen Pe 
B, K cw k —mw? 0 
k -mw -wm, (12.215) 
ewm, 
7 (k-@’m)? +w 
ao ew m 
(k -w m)? +w 5 


即 可 获得 稳 态 解 式 〈12. 203). 
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振幅 XX 和 相位 pe 为 


从 式 (12.215) PIER A, 和 B4 ， 代 入 后 得 到 如 下 结果 : 



































X= Ay +B; (12.216) 
-B, 
tang, = —— (12.217) 
Ay 

















2 














wem, 
X= (12.218) 
(k -—mw’)* +o? 
tang, =— (12. 219) 
-mw 
H rA EREI X M p, 的 表达 式 (12. 205) 和 式 (12.206) 更 为 实用 。 
例 496 ”偏心 激励 系统 
设 某 发 动机 的 质量 为 
m =110kg (12. 220) 
该 发 动机 安装 在 四 个 支 座 上 ， 各 发 动机 支 座 的 等 效 刚度 和 阻尼 均 为 
k=100000N/m c=1000Ns/m (12. 221) 
发 动机 转速 为 
w =5000r/min ~523. 60rad/s ~ 83. 333Hz (12. 222) 
ij 心 参数 为 
m, =0.001kg  ¢=0.12m (12993) 


系统 的 固有 频率 w, 、 阻 尼 比 志和 质量 比 。， 以 及 频率 比 上 为 


ign f= OOO 0s wade = 0 6H: (12. 224) 
m “A 110 


4c 








发 动机 的 振幅 为 

















be -0. 30151 (12. 225) 
2 4km 
_™e _0: 001 _9 Q909 x 10-5 (12. 226) 
m ~ 110 
w 523.60 
r= 760.302 78 683 (12. 227) 
ree -6 
X= ~1, 1028 x 10 -6m (12. 228) 








(1 apy? + (2ér)?* 


但 是 ， 如 果 发 动机 的 转速 处 在 系统 的 回 有 频率 上 ， 即 


则 发 动机 振动 的 振幅 增长 为 


例 497 施加 














w =576. Or/min ~ 60. 302rad/s ~9. 6Hz (12. 229) 
ree -6 
X= =1. 8091 x10 -°m (12.230) 
(1 Zr) + (2ér)? 
UNUE 











任何 旋转 机 械 ， 如 发 动机 、 涡 轮 ， 发 电机 和 转动 机 械 的 旋转 部 件 ， 都 可 能 会 存在 缺陷 或 
质量 分 布 不 均匀 现象 ， 从 而 产生 动态 不 平衡 。 当 这 些 不 平衡 部 件 旋 转 时 ， 将 会 在 结构 上 产生 
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必 幅 取决 于 偏心 距 e。。 不 平衡 旋转 机 械 是 常见 的 激励 源 。 
例 498 偏心 激励 系统 的 速度 和 加 速度 
应 用 偏心 激励 系统 的 位 置 频率 响应 
x =A,sinwt + Bycosat = Xsin( wt - p, ) 
可 以 求 出 速度 和 加 速度 频率 响应 


x =A,wcoswt — Bywsinwt = Xwcos( wt — p, ) 




















= Xcos(wt - ¢, ) 
xX = - A4% sinwt — B4w coswt = — Xw’sin( wt - o, ) 


= Xsin( wt -@,) 
速度 和 加 速度 频率 响应 的 振幅 X 和 成 分 别 是 





3 




















Ko w em, 
ee (k—-mw)? + 
A wem, 
ee (有 二 mo) teo 
还 可 以 写作 
X 7 B 
wos: lier + CEF 
X rí 








esan MV(T =P)? +E) 
Gil 499 ”偏心 激励 系统 基 座 上 的 传递 力 
偏心 激励 系统 对 地 面 作用 的 传递 力 
fr =F psin( wt - pr) 

















等 于 弹簧 和 阻尼 器 上 力 的 和 。 
fr=f; +f.=hx +ex 
代入 式 (12.203) 中 的 x 和 % 得 到 
fr = (kAsy - cwB,) sinwt + (kBy + cwA, ) cost 


因此 ， 传 递 力 的 振幅 为 





Fr = „/ (kA, —cwB,)* + (kB, + cwA,)? 





Cw +k 
(k-o m)? +o 
传递 力 的 频率 响应 可 以 简化 为 如 下 实用 公式 。 

Fr 1 + (2€r)? 


ewm, /(1 —r)? + (2ér)? 





= ew m, 














i 心 载 集 。 该 载荷 可 以 分 解 成 旋转 平面 上 沿 悬 架 法 向 和 侧 向 方向 上 互相 垂直 的 两 个 简 谐 力 ， 








如 果 侧 向 力 分 量 因 其 反作用 力 被 抵消 ， 法 向 力 分 量 会 生成 一 个 简 谐 力 变 量 ， 


(12 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


(12. 


该 简 谐 力 变量 的 


.231 ) 


232) 


233) 


234) 


235) 


236) 


237) 


238 ) 


239) 


240) 


241) 


242) 
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12. 3.4 女 ”偏心 基 座 激励 


图 12. 35 所 示 为 一 个 单 自由 度 偏心 基 座 激励 振动 系统 ,其 中 
弹簧 上 和 阻尼 器 文 撑 着 质量 单元 m, 安 装 在 质量 为 m 的 基 座 ， 
基 座 上 有 一 个 不 平衡 质量 单元 m ,在 距离 。 处 以 角速度 w 旋转 。 
心 基 座 激励 振动 系统 模型 很 适合 于 分 析 车 辆 发 动机 上 安装 的 各 
种 设备 或 安装 在 回转 马达 上 设备 的 振动 。 













































































m 相对 于 基 座 运动 为 
z=x-y (12. 243) 
建立 如 下 运动 方程 
dea z+cZz+hz= i (12. 244) 图 12.35 受 偏心 基 座 激励 的 
my, +m m, +m i 
或 单 自由 度 系统 
Z +2é0, 2 + wz = gew sinot (i226) 
wee (12. 246) 
my, 
系统 的 相对 位 移 响 应 为 
z =Assinwt + B; coswt (12. 247) 
=Zsin( wt - gy, ) (12. 248 ) 
式 中 振幅 Z 和 相位 角 wm 为 
Be, É (12. 249) 
ee (1 —r)? + (2ér)? 
eee (12. 250) 


pp = arctan 
: l-r? 


Z 和 py 的 频率 响应 均 为 + AE 的 函数 ， 频 率 响应 曲线 如 图 12. 36 和 图 12. 37 所 示 。 


最 高 线 














图 12. 36 “位 置 频率 响应 乞 
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多/rad 











图 12. 37 py, 的 频率 响应 


证 明 :x 方向 的 牛顿 方法 和 图 12. 38 中 的 自由 体 受 力图 
可 用 于 求 运动 方程 。 
mxX= -e(x-y)-k(x-y) (12.251) 
m, y=c(x—y) +k(x-y) —m,ew’sinwt (12. 252) 
NMz=x-y, HA 








z=x-¥ (12. 253) 
把 式 (12.251) 和 式 (12.252) 组 合 起 来 求 出 相对 运动 
方程 。 
mm), 


oe . mm . 
——z +cz+kz= ew sinoat (12. 254) 
m, +m m, +m meew2 








mm), 
































IN (12.254) BRA 后 可 以 转换 为 式 〈12.245) ， 应 用 图 12.38 受 偏心 基 座 激励 单 自 由 


度 系统 的 自由 体 受 力图 


My), +m 





























下 面 的 定义 : 
E=—— (12. 255) 
2 lk mm), 
my +m 
my +m 
wo, = Jk (12. 256) 
mm), 

















参数 。 = 一 < 称 作 质 量 比 ， 表 示 偏心 质量 m, 和 基 座 总 质量 m, 之 比 。 


b 
式 (12.245) 的 稳 态 解 可 能 是 式 (12. 247)， 为 了 求 出 响应 的 振幅 和 相位 角 ， 把 该 解 代 
入 到 运动 方程 。 





-w (Assinwt + Bscoswt) +2éw,,@(A;coswt — Bssinwt) (12. 257) 


+w? (Assinwt + Bscoswt) = sew” sinwt 


函数 sinwt 和 coswt 的 系数 必须 在 等 式 两 边 平衡 。 
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wA; -w A; —2éww,B; = swe (12. 258) 
2éAsww, - B5% +Bsw. =0 (12. 259) 
因此 ， 可 以 求 出 计算 As 和 Bs 的 两 个 代数 方程 。 
2 a0 2 -2 ‘ 
Wy w Eww, | F ew (12 260) 
2éww, wo, -oo 
解 方程 求 出 系数 4; 和 Bs. 
i | wn -w° -2€ww,, ~ ewe 
B; J 2éww, w.-w 0 
ea y (12. 261) 
(w= 07)? + (2€00,)? 
7 -2éww,, r 
(wy - 07)? + (200)? 
即 可 获得 稳 态 解 式 (12. 245) 。 
振幅 Z 和 相位 pp 可 以 通过 下 面 的 公式 求 出 
X=,/A2 +B? (12. 262) 
- B; 
tang, = (12. 263 ) 
5 
从 式 (12.261) PIER A; 和 B; 并 代入 ， 得 到 如 下 结果 : 
wes (12. 264) 
saa -w’)? + (2éww,)? 
ee gia) : (12. 265) 
n @ 
Ber = 全， 可 以 把 式 (12.264) 和 式 (12.265) 简化 为 更 实用 的 表达 式 (12249) 和 式 
(12. 250) 。 
5) 500% ”偏心 基 座 激励 系统 
设 某 发 动机 的 质量 为 
m = 110kg (12. 266) 
其 进 气 装置 质量 为 
m, =2kg (12. 267 ) 
并 用 一 个 弹性 支 座 安装 在 发 动机 上 ， 支 座 的 等 效 刚 度 和 等 效 阻 尼 分 别 为 
k = 10000N/m c =100Ns/m (12. 268 ) 
发 动机 转速 为 
w =576. Or/min ~60. 302rad/s ~9. 6Hz (12. 269 ) 
RLZ 
m, =0. 001kg  e=0.12m (12. 270) 
系统 的 固有 频率 w,、 阻 尼 比 所 和 质量 比 e， 以 及 频率 比 > 为 
ee EO oid se Ot (12.271) 


mm), 
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Cc 








é =. =0, 49995 (12. 272) 
E y ae 
My), +m 
m, 
e =— =9. 0909 x 10 ~6 (12.273) 
my 
r = =0. 60302 (12. 274) 
Wy 
进 气 装 置 的 相对 振幅 为 
2 
Z= eer =4. 525 x10 77m (12.275) 





(1 eee + (2ér)* 
例 S01 上 部 质量 的 绝对 位 移 
根据 式 (12. 251) 





ee E (12. 276) 
m m m m 


及 式 (12.247) 可 以 用 于 计算 图 12. 35 中 偏心 基 座 激励 系统 上 部 质量 m 的 位 移 频率 响应 。 
设 稳 态 位 移 为 








x =Acsinwt + Becoswt = Xsin( wt — py) (12. 277) 
则 有 
pi . C 。 k 
-w° (Agsinwt + Boecoswt) = - —z - —z 
m m 
c ! k l 
= —-—w/(A;5coswt — B;sinwt) - — (A; sinwt + B; coswt ) 
m m 
= < wB; oly, ja 十 | p - Lw; costw 
m m m m 
(12. 278) 
因此 ， 
ary eee eee (12. 279) 
m m 
o A T (12. 280) 
m m 
MAIN (12.261) PER As 和 Bs 并 代入 得 
2 2 -B6 
X= AP tB? tanpu => (12.281) 
6 


进而 得 到 
2 2 
AeIE 2 í a Le (12. 282) 
-c(or -0 ) +2kéw, 1 
(oz -0 ) + (2€ww,,)* m 
则 偏心 基 座 激励 系统 上 部 质量 的 稳 态 振动 振幅 X 为 
Ve w +h a (12. 284) 


~ Jo -W V? + (2éww,,)* ™ 








Be = swe (12. 283) 
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12.3.5% ” 单 自 由 度 受 迫 
受 简 谐 激励 的 单 自 由 








(12.296) 中 的 一 种 。 


V=Y¥sin(@s) 
a) 基 座 激励 





振动 系统 频率 响应 的 分 类 





度 系 统 可 能 是 图 12. 39 所 示 的 四 种 系统 中 的 一 种 ， 
响应 振幅 值 是 下 面 式 (12.285) ~ 式 (12.292) 中 的 一 种 ， 其 相位 角 是 


b) 偏心 激励 





图 12.39 ”四 种 实用 的 单 自 由 度 


m—me 


中 偏心 基 座 激励 


1 














简 谐 激励 系统 








Cher) ee) 


r 








(1 -r°)? +(2ér)’ 


r2 








(1 ar)? + (2ér)? 


r? 








(1 eye + (2ér)? 


4 
r 








(1 7 + (2ér)? 


J 1+ (2ér)* 








(1 -r )? + (2ér)* 


7 V 1 二 (2ér)* 








(1 ss + (2ér)* 
rfl + (2ér)* 





N 
II 


Bo 


pı = 


P, 


@®, = arctan 





(1 iye + (2ér)* 
2ér 


2 
8 
-2ér 


= arctan 7 
l-r 





= arctan 





= arctan 





2ér? 





(1 ie + (2ér)? 


这 些 系统 的 稳 态 
式 (12.293) ~ 式 


S=Fsin(@t) 


f: 


c 


d) 力 作用 激励 


(12. 285) 


(12. 286) 


(12. 287) 


(12. 288) 


(12. 289) 


(12. 290) 


(12. 291) 


(12. 292) 


(12. 293) 


(12. 294) 


(12. 295 ) 


(12. 296) 
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函数 So 和 Go 占 所 有 振幅 频率 响应 的 主要 部 分 ， 为 了 直观 地 分 析 各 种 响应 的 性 能 ， 通 
JE r 和 作为 参数 ， 绘 出 各 响应 关于 r 和 & 的 函数 曲线 。 系 统 的 质量 m、 icone 
常量 ， 所 以 激励 频率 w 是 唯一 的 变量 。 c 和 w 组 合 起 来 定义 两 个 参数 + ME ME 


有 这 两 个 变量 的 函数 表示 频率 响应 。 
为 了 区 分 明确 ， 下 面 用 下 标 表示 与 图 (12. 39) 中 各 系统 对 应 的 频率 响应 


1) 基 座 激励 系统 ， 通 常用 Zg Zn. Lis Xp. Kus Xs 等 相对 运动 学 和 绝对 运动 学 变 
量 的 频率 啊 应 和 传递 力 频率 响应 








em, ky 























2) Sib’ BND RG, HR Xe. Xe, Ör 等 绝对 运动 学 变量 的 频率 响应 和 传递 力 频率 响 
AVA 应 F7, 表 示 。 
3) MORARA, 通常 用 Zr Zr, Dic Xr, He. Žr, Yr、 Yr、 Yk 等 相对 运动 























学 和 绝对 运动 学 变量 的 频率 听 


CAE AO, Fr, 表示 。 




















4) 力作 用 激励 系统 ， 
响应 Fr 表示 。 
图 12. 39 所 示 的 四 类 不 同 打 


常用 Xs、 、 关 ;等 绝对 运动 学 变量 的 频率 响应 和 传递 力 频 率 


通 


村 征 系 统 的 频率 响应 可 以 总 结 并 标记 如 下 : 



































oe 12. 297 
EFA (12. 297) 
Xr (12. 298) 
' F/ /km i 
Ke Zp Xe Zr 
S F/m Y eep esr (12222 
Z X Z 
s = 二 和 = 一 和 = 一 全 (12. 300) 
On 了 CEFCOn CERWy, 
S, = Zz a= = (12. 301) 
wnY CEFCOn €E ROn 
Fr, X 
0 = - => (12. 302) 
G ue 12. 303 
1 Tw y ( $ ) 
Xs Fr, Fr, Fr, | m, | 
Ge eee = ， 12. 304 
oY kY eom, ewm, b m ( ) 
WEAR: 单 自由 度 简 谐 受 迫 振动 系统 的 运动 方程 始终 等 于 
mg+cgqg +kq=f(q,q ,t) (12. 305) 
WPF, AE q 是 表示 绝对 位 移 x 或 相对 位 移 z =x -y 的 广义 坐标 ; EAIA, x, t) 是 简 
谐 函 数 ， 在 一 般 情 况 下 可 以 由 sinwt 和 coswt 组 合 获 得 ， 其 中 w 为 激励 频率 。 
f(gq,9,t) =asinot + bcoswt (12. 306) 








根据 系统 和 要 求解 频率 响应 的 不 同 ， 系 数 Alb 可 能 为 0、 常 数 或 与 @, w, w, wo, 0 


? 
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wo" 成 正比 。 为 了 涵盖 所 有 实际 的 简 谐 受 迫 振动 系统 ,假设 
a=ag +aiw +w (12. 307) 
b=bo+biw +b 0" (12. 308 ) 
令 式 (12.305) BRU m, IFA éM on 表示 
J +2€w, q + weg = (Ap +A; +A,” ) sinwt (12. 309) 
+ (By +B,w +B,” ) coswt 
式 中 
Ao +410 +420? = 二 (ao + 4,0 +4300") (12.310) 
By + Biw +B? = 1 (by +biw + baw?) (12. 311) 
运动 方程 的 解 应 该 是 一 个 含 未 知 系数 的 简 谐 响应 
q =Asinwt + Bcoswt (12. 312) 
= (sin Gobo) (12. 313) 
为 了 求 出 响应 的 稳 态 振幅 O 和 相位 角 o 
Q = JA? +B? (12. 314) 
e = arctan ~~ (12.315) 
应 该 把 上 述 解 代入 到 运动 方程 。 
-w (Asinwt + Beoswt) +2éw œ( Acoswt - Bsinat ) 
+w (Asinwt + Beoswt) (12. 316) 
= (Ay +A,@ + A,” ) sinwt + (By +Biw + Bzw ) cosat 
公式 两 边 sinwt 和 coswt 函数 的 系数 应 该 平衡 ， 即 
WA -WA -2&ww,,B = Ay +Aw + A (12. 317) 
2éAww,, - Bw” + Bæ? = By + Byw + Bow” (12. 318) 
因此 ， 总 可 以 找到 两 个 求解 4 和 8B 的 代数 方程 。 
o-o -2éw0, Ay + Aiw +A,w” 
E |- (12.319) 
2éww, wo. -W Bo + Byw + Bw” 
解 之 得 到 系数 4 和 B 
A ww -2cow， 7t Ay +Å 0 +A,@” 
[l= 2éww, w -ow Bo + Bio + B20 
Zi (12. 320) 
(1 -7 "+ Qa)? 
= A 








(1 ye + (2ér)?* 
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Zi =2ér (Bay +Biw + By) 


wa (12. 321) 
+ 41-7?) (Ayo? +Ayoo + Ap) 
Cn 
Z aLi -7’) (Bw +B,w +B) 
wn (12. 322) 


—2ér ame Pre +A\@ +Aq) 
Cn 





进而 得 到 稳 态 解 的 振幅 O 和 相位 角 po 


Q = JA? +B? (12. 323) 
tang = <2 (12. 324) 








通过 设置 合适 的 系数 40、4、4、B 、B 和 B,， 可 以 用 上 述 方法 求 出 任何 稳 态 响应 5; 
All Go 

例 502% FERED AN NZ 

单 自 由 度 基 座 激励 振动 系统 如 图 12. 23 所 示 ， 含 简 谐 激励 y = Ysinot 的 相对 运动 z=x -y 
的 方程 为 





Z +2€w, 2+ 022 =w Ysinwt (12.325) 





如 果 满 足 

Ay=0 4=0 4=7 

Bo=0 B,=0  B,=0 (12. 326) 
则 该 方程 可 以 根据 式 (12.309) 求解 。 又 因为 














Z, 
A 4 oe ney. (12. 327) 
2, 
(1 Sp) +2(ér)’ 
Z,=P(1-P)Y (12. 328) 
Z, =2£PY (12. 329) 


所 以 ， 系 统 的 频率 响应 为 
Z=Q= JA? +B? = cE Y (12. 330) 


(1 Fae + (2ér)? 








12.4 振动 系统 的 时 间 响 应 
用 于 考察 线性 振动 系统 瞬 态 响应 的 运动 方程 为 








[m] x+[ce]xt+[k]x=F (12. 331) 
x(0) =xo (12. 332) 
x(0) =X (12. 333) 


式 中 ， 假 设 质量 矩阵 [m], MBEE [k] 和 阻尼 和 矩阵 [e] 为 常数 矩阵 ; 系统 的 时 间 响 应 
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是 耦合 常 微 分 方程 组 zx =x(t) ，t >0 的 解 。 这 类 问题 称 作 初始 值 问题 。 
设 单 自由 度 振动 系统 的 运动 方程 为 





mx +cx +hx =f(x,«,t) (12. 334) 

初始 条 件 为 
x(0) =xo (12. 335 ) 
x(0) =x (12. 336) 





假设 系数 m、c Al EAA, KER ae ey HE TERS tL PEIN Tad at) ek go MU Pd ses x = 
x(t), ¢>0 的 解 唯一 。 
方程 的 次 数 是 求 导 的 最 高 次 数 ， 在 集 总 参数 模型 的 机 械 振动 中 ， 则 要 用 到 二 次 微分 方程 组 。 
如 果 z1 (7)，x2(7?)，…，%a() 是 一 个 n 次 方程 的 解 ， 则 其 通 解 为 
x(t) =a, x(t) +a, x(t) +: +a, X (t) (12. 337) 
f=0 时 ， 方 程 称 作 齐 次 方程 ， 























mx +cx +kx =0 (12. 338) 


否则 称 作 非 齐 次 方程 ， 非 齐 次 方程 式 〈12. 334) 的 解 为 

x(t) =x (t) 十 % (t) (12. 339) 
AP, a, O ERRE e (是 特 解 。 在 机 械 振动 中 ， 齐 次 方程 称 作 自 由 振动 ， 其 解 称 作 自 
由 振动 响应 。 非 齐 次 方程 称 作 受 迫 振动 ， 其 解 称 作 受 迫 振 动 响应 。 




















EFSI 
x =e (12. 340) 
满足 所 有 章 次 线性 微分 方程 ， 所 以 ， 二 次 方程 式 (12. 338) 的 齐 次 响应 为 
x(t) =a, eò! +a, eò” (12. 341) 


式 中 ， 常 数 c 和 a, 由 初始 条 件 决定 ， 参 数 和 A， MA, 称 作 系统 的 特征 参数 或 特征 值 。 特 征 值 
是 某 称 作 特 征 方程 的 代数 方程 的 解 ， 该 代数 方程 通过 将 式 (12.340) 代入 式 (12.338) 获 
得 ， 特 征 方程 则 是 使 式 (12.340) 满足 运动 方程 式 (12.338) 的 条 件 。 

很 难 找 到 受 迫 方程 的 通用 特 解 ， 但 是 ， 如 果 作 用 力 函 数 f=f(t) 是 下 面 函 数 的 组 合 : 

1) 常数 ， 如 /=a。 

2) t JETER, 如 f=ao +alt+tat ++ ato 

3) 指数 函数 ， 如 /=e”。 

4) 简 谐 函数 ， 如 f= sin at + F, cos at, 

则 特 解 x,() 将 会 与 作用 力 项 有 相同 的 形式 : 

1) a (EDER, x, (1) =C。 

2) x,(t) 是 一 个 同 阶 多 项 式 , 如 xx,(t) = Co tC, t+ 0,7 +--+ Cato 

3) x, (1) BMPS, Mh x, (0) = Ce", 

4) Xp (t) EP dT PRA, 如 f=A sinat +B cos at, 

如 果 系 统 不 受 力 ， 或 者 力作 用 时 间 很 短 ， 方程 的 解 称 作 时 间 响 应 ， 或 瞬 态 响应 。 瞬 态 响 
应 中 ,初始 条 件 非常 重要 。 

系统 存在 阻尼 时 ， 无 论 系统 是 有 瞬 态 响应 还 是 受 迫 振动 响应 ， 初 始 条 件 的 影响 经 过 一 定时 



































210 车 辆 动力 学 理论 与 应 用 (下 册 ) ( 原 书 第 2 版 ) 








后 就 消失 ， 仅 保持 稳 态 响应 。 如 果 作用 力 项 是 简 谐 作用 ， 则 其 稳 态 解 称 作 频 率 响 应 。 
例 503 二 次 线性 方程 的 齐 次 解 
设 某 系统 的 运动 方程 为 


pil 


i 
































x+%-2x=0 wo=1 wo=7 (12. 342) 
将 指数 解 x =e* 代 入 运动 方程 ， 求 出 特征 方程 。 
A*+A-2=0 (12. 343) 
特征 值 为 
A12=1, -2 (12. 344) 
因此 ， 运 动 方程 的 解 为 
X=ale’ +a,e ~” (12.345) 
求 导 得 
x =a, e' -2a, e7” (12.346) 
应 用 初始 条 件 
l=a, +a, (12. 347) 
7 =a, -2a, (12. 348 ) 
求 得 常数 a, Alay, LARS x =x (1) 
a,=3 a,=-2 (12. 349) 
x =3e' -2e7” (12. 350) 
例 504 固有 频率 
设 有 如 图 12. 40 所 示 的 某 自由 质量 - 弹簧 系统 ， 该 系统 没有 阻尼 ， 不 受 力 的 激励 作用 ， 
所 以 其 运动 方程 为 
mx + kx =0 (12.351) 
为 了 求 该 系统 的 解 ， 先 用 一 个 未 知 频率 的 简 谐 解 试 算 。 
x =Å sinQt + BcosQ t (12. 352) 
WEL (12.352) 代入 式 (12.351) 得 _ ta 
-P m(A sin Qt+B cos Qt) +k(A sin Qt+B cos Qt) =0 
(12. 353) 
合并 同类 项 后 有 l 
(Bk - Bm ) cos Q t + (Ak - AmÈ ) sin Qt =0 
(12. 354) 
sin Qt FI cos Q t 的 系数 应 该 为 0， 所 以 
o= JE (12.355) 。 图 12.40 -MM 
? 自由 度 振 动 系统 
X=4sn /—t+B cos Ea (12.356) 
m m 
频率 Q = Vk/m 为 自由 无 阻尼 质量 - 弹簧 系统 的 振动 频率 ， 称 作 固 有 频率 ， 用 专用 符号 on 


表示 。 
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w, =, |2 (12. 357) 
m 


系统 固有 频率 的 数量 与 其 自由 度 的 数量 相等 。 
$505 单 自由 度 系 统 的 自由 振动 
最 简单 的 自由 振动 运动 方程 为 


























mx +cx +kx =0 (12. 358) 
该 式 等 价 于 
x +2ém, X +2 x =0 (12. 359) 
系统 对 自由 振动 的 响应 称 作 瞬 态 响应 ， 该 响应 仅 与 初始 条 件 xy =x (0) Al x9 = x (0) AK 
为 了 求 出 线性 方程 式 (12. 358) 的 解 ， 可 以 先 用 一 个 指数 形式 的 解 试 算 。 











x =Ae™ (12. 360) 
将 式 〈12. 360) 代入 式 (12.359) 后 得 到 特征 方程 
A? +2éw, A +? =0 (12. 361) 
求 得 特征 值 Ai ， 
Ai = -Ew +0, VE -1 (12. 362) 


所 以 , 式 (12.359) 的 通 解 为 
x =A, eA" +A, e” 


=A, ef -torto VE -D+ A el been on VE -1) 





=e F(A, ed +A, ei) (12. 363 ) 
wa =0, V1 -ë (12. 364) 
AP, wy 称 作 有 阻尼 的 固有 频率 。 
应 用 欧 拉 方程 
e = -cosatisina (12. 365 ) 
把 式 (12. 363) 整理 成 下 面 的 形式 : 
x =e (By sin wat +B, cosw,t) (12. 366) 
x = Be so sin(wyt +o) (12. 367) 
式 中 
B, =i(A, -A,) (12. 368 ) 
B, =A, +A, (12. 369 ) 
B=,/Bi + B} (12. 370) 
B, 
中 = arctan B, (12.371) 








因为 位 移 x 是 实际 的 物理 量 ， 所 以 式 (12.366) 中 系数 Bl 和 B, 也 必须 是 实数 ， 这 就 
BOR A, Fl A, 是 共 斩 复数 。 式 (12.367) 所 描述 的 简 谐 运动 的 频率 是 wa = on Vi -E Z 
渐 衰减 的 振幅 为 Be “f° 

例 506 欠 阻 尼 、 临 界 阻 尼 和 过 阻尼 系统 

有 阻尼 单 自由 度 系 统 的 时 间 响 应 由 式 (12. 363) 给 出 ,在 &<1 时 , 方程 的 解 可 以 转变 
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为 式 (12.366), 

阻尼 比 的 值 决定 着 单 自 由 度 系统 的 时 间 响 应 类 型 ， 根 据 阻 尼 比 的 不 同 ， 可 以 把 解 分 为 三 
类 : 欠 阻 尼 、 临 界 阻尼 和 过 阻尼 。 

& <1 时 为 欠 阻 尼 系 统 。 对 于 这 一 类 系统 ， 式 (12.362) PARES RO HEHE AS Be. 





Ayo = éw, tiw, V1 -E (12. 372) 
通 解 式 (12. 363 ) 
x =A,e4" + A,e4! (12. 373) 
可 以 转变 为 式 (12. 366 ) 
x =e% (B; sinwat + B, coswat) (12. 374) 





hee paki 振幅 逐渐 衰减 ， 如 图 12.41 Prax. HE =0.15, w, =20m rad, 
xy =1，x0=0， 且 指数 函数 Ye* 拓 "曲线 是 响应 函数 曲线 的 包 络 线 。 




















图 12. 41 某 欠 阻尼 系统 的 时 间 响 应 示例 
¿=l 时 为 临界 阻尼 系统 。 对 于 这 一 类 系统 ， 式 (12. 362) 中 的 两 特征 参数 相等 。 


A=A\ 2 = -, (12. 375) 
参数 值 相等 时 ， 系 统 的 时 间 响 应 为 
x =A,e* +A,te™ (12. 376) 
等 于 
x =e to (4 +Ast) (12. 377) 





图 12.42 所 示 为 一 个 E=1，w, =So rad, xy =1, xo =0 时 的 临界 阻尼 系统 响应 曲线 。 
E>1 时 为 过 阻尼 系统 。 对 于 这 一 类 系统 ， 式 (12.362) 中 的 特征 参数 为 两 个 实数 。 
Ai = -Éon tO, VE -1 (12. 378) 
因此 ， 其 指数 解 不 能 被 转变 为 简 谐 函数 。 
x =Ale + AseY (12. 379) 
所 以 ， 无 论 系 统 从 怎样 的 初始 条 件 开始 ， 过 阻尼 系统 的 时 间 响 应 都 会 成 指数 速度 趋向 于 0。 
图 12. 43 所 示 为 一 个 &=2，w, =10 rad, xy =1, xo =0 时 的 过 阻尼 系统 响应 曲线 。 
例 507 自由 振动 和 初始 条 件 
设 有 一 个 上 自由 振动 的 单 自由 度 质 量 - GSE -阻尼 器 系统 ， 由 式 (12.366) 给 出 的 系统 
通 解 为 
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图 12.42 茶 临 界 阻尼 系统 的 时 间 响 应 示例 














图 12.43 某 过 阻尼 系统 的 时 间 响 应 示例 





x =e ot(B) sinwat + B, coswat) (12. 380) 
如 果 系 统 的 初始 条 件 为 
x(0) =x) «(0) =x%9 (12. 381) 
则 
x9 =B, xo= —€w,B, +B,wy (12. 382) 
因此 
p, = en 0 Besa, (12. 383) 
d 
把 B, Al B, 代入 通 解 式 〈12.380) 中 ， 生 成 单 自 由 度 系统 自由 振动 的 通 解 。 
x =e Sent piled Scie + rocosa] (12. 384) 
Od 
该 解 还 可 以 写成 





-€w,t : Xo x 
x=e " | Xo | Cos@ gi + ~~ w, SINwW yt | + —sinw yt (12. 385 ) 
wq wq 
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如 果 把 系统 的 初始 条 件 代 入 式 (12. 367) 
x = Be sin(wat+ 中 ) 
则 有 
xo =B sind xo= —Béw, sind + Bwa cosh 
Fy TRH BA p, KHR 
Xo Maro 


tang = 


sin : 
Xo 十 EnxX0 





因此 有 





1 p 
B = == (oa x0)? + (žo + £0, x0)? 
d 


则 式 (12.386) 变 为 





e 





-éon >= 5 
ae Cia) + (Xo +&@, Xo) 
a 


x= 


wq Xo 
Wat + arctan 7 
Xo + én Xo 


X sin 





508 自由 振动 、 初 始 条 件 和 临界 阻尼 
如 果 某 系统 是 临界 阻尼 系统 ， 其 自由 振动 的 时 间 响 应 为 
x =e (A, +A,t) 
应 用 初始 条 件 x(0) =xo Al x (0) =xo， 则 可 以 求 出 系数 4! MA 
Ay =% Ay =X0 +E, Xo 
因此 ， 临 界 阻尼 系统 响应 的 通用 函数 为 
x =e Sou[ xo + (xo + Ew, Xo )t] 


例 509 自由 振动 、 初 始 条 件 和 过 阻尼 



































如 果菜 系统 是 过 阻尼 系统 ， 其 特性 A1 AA, 为 实数 ， 且 对 自由 振动 的 时 间 响 应 


PRK 
x =A,e*" +A,e4? 
应 用 初始 条 件 x(0) =xo 和 x(0) =x 
Xo =A, +A, xo =A, A, + A, Ad 
可 以 求 出 系数 4 和 42 
Xo — Àz Xo Ai Xo — Xo 
SN ees 2 NaN 
1 2 1 2 
所 以 ， 过 阻尼 通 响 应 的 通用 函数 为 


Xo- Àx Ài Xo — % 
0 2 Xo 1 Xo 0 
2 eh! + eh2! 


Ay ~A2 Al ~A2 
































x 


Bi 510 简 谐 力 做 功 
EE 
f(t) =Fsin(wt + @) 
作用 在 物体 上 并 使 其 发 生 简 谐 位 移 


(12. 386) 


(12. 387) 


(12. 388 ) 


(12. 389) 


(12. 390) 


(12. 391) 


(12. 392) 


(12. 393 ) 





是 实 指数 


(12. 394) 


(12. 395 ) 


(12. 396) 


(12. 397) 


(12. 398 ) 
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x(t) =Xsin( at) (12. 399) 
在 一 个 周期 
rach (12. 400) 
w 
做 的 功 等 于 
27/0 2T/w x 
w= [far = f fla) Žar 
27/0 
PxXo| sin(wt + g) cos(wt) dt 
2r 
= rx[ sin(wt + g) cos(wt) d(at) 
= FxX[ "(sing cos’ wt + cosp sinwt coswt) d( wt) 
= mFXsing (12. 401 ) 
D W 是 相位 角 的 函数 ，p = 人 时， 做 的 功 最 大 
Wmax = TFo Xo (12. 402) 
9 =0 时 ， 做 的 功 最 小 
Worn =0 (12. 403) 


例 Sl1 妈 ”对 阶 跃 输 入 的 响应 
阶 跃 输入 是 考察 和 比较 振动 系统 的 标准 激励 类 型 ， 也 是 最 重要 的 瞬 态 激励 类 型 。 设 某 线 
性 二 阶 系统 的 运动 方程 为 








x +2éw, x +w x =f(t) (12. 404) 
é<l (12. 405) 
STR A cet O 到 某 一 常数 稳定 值 的 突然 变化 ， 如 果 该 值 为 单位 力 ， 则 
f(t) = $ R (12. 406) 
0 t<0 


这 种 激励 称 为 单位 阶 跃 输入 ， 系 统 响应 称 为 单位 阶 跃 响应 。 运 动 方程 的 线性 性 质保 证 非 单位 
阶 路 输入 响应 与 单位 阶 跃 输入 相应 成 正比 。 
设 力 函数 为 
ft) = po Rn (12. 407) 

0 t<0 
式 (12.404) 和 式 (12.407) 的 通 解 等 于 齐 次 解 和 特 解 的 和 ， 即 x =a, +x,， 齐 次 解 在 例 
505 中 由 式 (12.363) 给 出 ， 因 为 输入 为 常量 ， 即 f(t) = fo， 所 以 其 特 解 应 为 常数 x, = C。 
JE x, =C 代入 式 (12.404) 得 到 

Fo 

C= = (12. 408 ) 

式 (12.404) 的 通 解 为 


二 Nh +X, 
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Fo 
tot 
=— te "(A coswat +B sinwat) +20 


n 














Cd 三 Cn V1 -@ 
零 初始 条 件 最 适合 于 研究 系统 的 固有 性 能 ， 设 置 初始 条 件 为 
x(0) =0 x(0) =0 
得 到 关于 4 和 B 的 两 个 方程 
Fo 
a tA =0 
to A+wiB=0 
其 解 为 
人 ai E éFo 
Wg Wn 


所 以 ， 阶 跃 响应 为 
alimee fonaa mas] 
x= TF l-e "| cosw gi 十 一 sinwat 
w Oq 


图 12. 44 Bras yA MP PLAY TER D R o 
é =0.3 Wy =1 Fo =1 


阶 跃 响应 有 几 个 特征 参数 ， 上 升 时 间 t,， 峰 值 时 间 cp. IIE xp, EIE S =x, 
间 zt。 

















tis 


图 12.44 菜单 自由 度 振 动 系统 的 阶 路 响应 





























F 
上 升 时 间 t, 是 指 响应 xC) FE — VIB 阶 跃 输入 二 的 时 间 o 


t. = 2 iein Lel 


, Cd 可 -E 





(12. 409) 


(12. 410) 


(12. 411) 


(12. 412) 


(12. 413) 


(12. 414) 


(12. 415) 


(12. 416) 


Fins 
-一 和 沉降 时 
Cn 


(12. 417) 


上 升 时 间 还 可 以 定义 为 阶 跃 响应 最 大 斜率 的 倒数 ， 或 者 定义 为 从 稳 态 值 的 10% 增加 到 稳 态 


值 的 90% 所 需要 的 时 间 。 
峰值 时 间 tp 是 指 响应 *() 第 一 次 达到 最 大 值 的 时 间 。 
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tp = (12. 418) 
Cd 
峰值 xp FAG t= tp 时 响应 x(D 的 值 。 
vp =£9(1 +07) = 9901 4 ER) (12. 419) 
n Wy 
超 调 量 S 表示 响应 x(t) 超 出 阶 跃 输 入 的 量 
Fo Fo ,= 
S=xp-—, =e E-A (12. 420) 
Cn Cn 
沉降 时 间 t, 定义 为 指数 函数 e -经 "的 时 间 常 数 的 四 倍 。 
4 
a (12. 421) 
沉降 时 间 还 可 以 定义 为 阶 跃 响应 x(t) 在 +p% 阶 跃 输入 窗口 之 内 的 沉降 需要 的 时 间 ， 通 常 取 p~2。 
t, glint pal Les). V1 -é) (12. 422) 
` EW, 
对 于 在 式 (12.416) 中 给 定数 据 ， 可 以 求 出 如 下 特性 参数 值 。 
t, =1.996 tp) =3. 2933 =13.333 
xp = 1.3723 S =0.3723 (12. 423) 


12.5 振动 的 应 用 和 测量 





可 测量 振动 参数 ， 如 周期 7 和 振幅 X， 可 以 用 于 区 分 振动 系统 的 机 械 特 性 。 大 多 数 振动 
测试 和 试验 方法 中 会 考察 其 瞬 态 或 稳 态 简 谐 振动 。 振 幅 和 响应 周期 可 以 用 时 间 和 运动 学 测试 





仪器 测量 ， 并 用 解析 方程 求 出 所 需 数据 。 
例 512 阻尼 比 的 确定 
从 阻尼 单 自 由 度 系统 可 以 用 下 面 方法 根据 x =x(#) 曲线 和 峰值 振幅 x; 求 出 
1 as. 1 xy 
£= x m aaa 
Jo- T? +n? > 


n 











为 了 推导 出 这 个 方程 ， 设 该 欠 阻 尼 单 自由 度 振 动 系 统 的 运动 方程 为 

x +2éo, x +wzx =0 
系统 的 时 间 响 应 由 式 (12. 366) 给 出 
x =Xe 7% cos(wat +) 


式 中 常数 对 和 与 初始 条 件 有 关 。 

















图 12. 45 所 示 为 欠 阻 尼 单 自由 度 系 统 自由 振动 的 x -响应 示例 ， 峰 值 振幅 x; 





x, =e tom[X cos(wyt; +) | 


x =e $1 X cos(wyt +e) | 


x, =e erm [XX cos(wat, +h) | 
前 两 个 波峰 之 比 为 


(12. 424) 


(12. 425) 


(12. 426) 


为 


(12. 427) 
(12. 428) 


(12. 429) 
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图 12.45 欠 阻 尼 单 自由 度 系 统 自由 振动 的 x 响应 























BAe az Lo CoS wati +O) 
Wy cos( wat, +d) EE) 
因为 和 之 间 的 时 间 差 就 是 振动 周期 
Ty = -t -= = (12. 431) 
d On Pg 
将 式 〈12. 430) 简化 为 
Xi om cos(wyt, +d) a: cos(wyt; +d) 
Xo zs cos[ walt +T,) + 中 ] ae cos( wat; +27 +) 
= (12. 432) 
该 方程 表明 
和 (12. 433) 
Xa 1 =E 
可 以 用 上 式 估算 阻尼 比 é 
bz 1 Wa (12. 434) 
Aq? + ln? uit e 
m 十 z 
测量 x 与 任意 其 他 x, 的 比 ， 可 以 用 如 下 方程 更 好 地 估算 阻尼 比 : 
¿~= l in (12. 435) 








fo ~1)? m +ln? 二 a 
如 果 & <<1，V1 一 台 1， 则 可 以 根据 式 (12.433) 用 一 个 更 简单 的 公式 计算 E 
¿= i + (12. 436) 
例 513 固有 频率 的 确定 
质量 - 弹簧 -阻尼 器 系统 的 固有 频率 可 以 通过 测量 系统 的 静态 变形 求 出 ， 设 有 一 个 刚刚 
接触 地 面 的 单 自 由 度 系统 ， 如 图 12. 46a 所 示 。 弹 得 在 接触 地 面 之 前 既 没 有 被 拉 长 ， 也 没有 
被 压缩 。 系 统 放 在 地 面 上 后 ， 如 图 12. 46b 所 示 ， 弹 签 因 为 重力 的 存在 被 压缩 产生 静态 变形 


ô, =mg/k， 通 过 测量 6, 可 以 确定 系统 的 固有 频率 。 
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a) b) ð 
图 12. 46 ”静态 变形 和 固有 频率 确定 
On - JE (12. 437) 
6, 
式 中 
Mg 8 
ek ae (12. 438) 
例 S14 质量 矩 的 确定 
质量 算是 影 
行 计算 。 


响 车 辆 动力 学 性 能 的 重要 特性 ， 主 质量 和 矩 I/,、7, 和 7 可 以 通过 摆动 实验 进 





图 12. 47 所 示 为 一 个 悬挂 在 点 4 处 的 摆动 平板 ， 假 设 平台 的 质量 为 四， 绕 支 点 4 的 质量 
矩 为 四。 忽略 绳子 的 质量 ， 可 以 写 出 关于 4 点 的 欧 拉 方程 。 


LM, =l 6 = - Mgh, sind 


(12. 439) 








导出 运动 方程 


图 12.47 ”悬挂 在 点 4 处 的 摆动 平板 


I) 6 + Mgh, sind =0 (12. 440) 
如 果 摆 动 角 0 非常 小 , 则 sing~o, PLA, 式 (12.440) 简化 为 线性 方程 
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6+o20=0 wo, = we (12. 441) 
0 
AP, o, 是 摆动 的 固有 频率 。 
把 o, 看 作 平板 偏离 平衡 位 置 一 个 小 距离 再 松 开 后 绕 点 4 进行 小 幅 摆 动 的 固有 频率 ， 摆 
动 的 固有 周期 T, =2m/ows 是 可 以 测 得 的 量 ， 所 以 质量 矩 Do X 
ds ae ee T? (12. 442) 


4n’ 
HAH 7, 可 以 通过 测量 几 个 循环 的 平均 周期 获得 ， 或 者 用 加 速度 计 进 行 更 精确 的 
测量 。 
下 面 考虑 图 12. 48 所 示 的 控 动 情况 ， 一 辆 质量 为 m、 质 心 在 C 处 的 汽车 放 在 平板 上 ， 并 
令 汽 车 的 质心 正好 在 平板 质心 之 上 。 因 为 已 知 汽车 质心 C 位 置 ， 所 以 质心 C 和 支点 4 之 间 
的 距离 也 已 知 ， 记 为 h。 









































图 12.48 放置 在 悬挂 于 点 4 的 摆动 平板 上 质量 为 m 的 汽车 
为 了 求 出 汽车 绕 C 点 的 俯仰 质量 和 矩 I, ， 选 取 摆 动 系统 离开 平衡 状态 时 ， 绕 点 4 建立 欧 
拉 方 程 。 














EM, =1, 60 (12. 443) 
- Mgh, sin — mgh, sing = lọ +1, + mh (12.444) 

假设 摆动 量 非 常 小 ， 所 以 用 sing~o, xt (12.444) 简化 为 线性 摆动 。 
G+w 0=0 (12. 445) 


w, = eas uae IE (12. 446) 
lo +1, +mh; 
因此 ， 可 以 通过 测量 摆动 的 固有 周期 7, =2m/o， 再 根据 下 面 的 公式 计算 俯仰 质量 矩 4。 
1, =} (Mh, +mh)gT? -ly - mh? (12. 447) 
4r 
J TEMERE, A EFRR 12.49 所 示 放 置 。 
GAIL. LJ, WORE o 放 在 平板 上 ， 并 求 出 绕 通 过 质心 C 又 平行 于 摆动 
轴线 的 质量 和 矩 ， 则 质量 矩 积 1, 可 以 经 过 转换 计算 求 出 。 
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图 12.49 FER NF aie il eee ATE 





例 515 示例 数据 


以 下 为 一 个 示例 数据 ， 给 出 了 某 民 用 车 的 质心 位 置 、 


A-Class 相似 ， 见 表 12. 1。 





质量 矩 和 几何 尺寸 ， 该 数据 与 奔驰 


表 12.1 与 奔驰 A-Class 相似 的 某 民用 车 示例 数据 





























AHE 2424mm 
前 轮 距 1492mm 
后 轮 距 1426mm 

质量 1245kg 

ay 1100mm 
dy 1323mm 
h 580mm 

L 335kgm? 
L 1095 kgm? 
I, 1200kgm? 





12.6 文 ”振动 优化 理论 


振动 优化 的 首要 目标 是 把 系统 在 受 迫 振动 时 
主 质量 的 振幅 降 为 0， 降 低 主 质量 振幅 的 措施 主要 
有 两 种 : 减 振 器 和 隔 振 器 。 

在 主 系统 的 悬 架 不 容易 改变 时 ， 可 以 再 增设 
一 个 振动 系统 ， 称 作 减 振 器 或 二 级 系统 ， 来 吸收 
主 系统 的 振动 。 减 振 器 增加 了 系统 的 自由 度 ， 是 
一 种 降低 频 域 振动 的 实用 方法 。 减 振 器 在 几 个 特 
定 频率 上 工作 非常 有 效 ， 所 以 可 以 设计 成 适用 于 
某 一 频率 范围 的 减 振 装 置 。 

设 某 一 质量 单元 mi 支撑 在 只 由 一 个 弹簧 k 
组 成 的 悬 架 上 ， 如 图 12.50 所 示 。 一 个 简 谐 力 f= 














Fsinwt FHE m, 上 ， 下 面 在 主 质量 m 上 增加 另 














f=Fsinwr 





到 12.50 ”设置 在 主 振 动 系统 (mi, hy) 























上 的 二 级 减 振 器 (m, c2, kz) 
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一 个 系统 (m，，c,，k) ， 构 成 一 个 二 自由 度 振 动 系统 ， 有 时 这 种 系统 称 作 弗 拉 姆 减 振 器 或 



































弗 拉 姆 阻尼 器 。 
可 以 通过 设计 二 级 系统 的 悬 架 (c ， 饭 ) ， 使 其 在 所 有 特定 激励 频率 w 上 都 能 令 m 的 
振幅 减 小 到 0。 同 时 ， 如 果 激 励 频 率 是 变量 ， 则 可 以 调整 ， 使 其 取 优化 值 k 
es ME 
kz Saa (12. 448) 
在 下 面 范 围 内 选择 c， 
2m, w, EF <c, <2m, wi €F (12. 449) 
在 整个 频率 范围 内 使 mi 振幅 最 小 。 优 化 值 红 Al és 为 正 数 。 
/ p2 
ér Ee 2 e (12. 450) 
p+ nET ua -44C iasi 
式 中 
A =16Z, -4r?(4Z, +8Z;) (12. 452) 
B =4Z, -4Z6 r° =Z, (4Z, +8Z;) $425 Zg (12. 453) 
C =Z; Z -Ze Z3 (12. 454) 
Z, =2(r -a° ) (12. 455) 
Z,=[P (te) -1]? (12. 456) 
Zs =r(1+e)[r2(L+e)-1] (12. 457) 
Ze =2[ eo r - (r -oa )(r -1) ] 
x [so - (r-a?) - (Pr -1)] (12. 458) 
Z,=(r -a°)? (12. 459) 
Z,=r([r(l+e)-1]? (12. 460) 
Zo=[eo f - (r -1)(P -a’)]? (12. 461) 
=" (12. 462) 
mı 
kı 
o= /一 (12.463) 
my 
ky 
o= /一 (12. 464) 
mz 
_@2 (12. 465) 
O] 
r= (12. 466) 
O] 
2 (12. 467) 
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u ee (12. 468 ) 
F/k, 
WEAR: 图 12.50 中 系统 的 运动 方程 为 
mi xy +0) (%1 — Xa) +h, x) thy (Cx) x2) = Fsinat (12. 469) 
My xy — Cy (41 = %3) —ky (xi xs) =0 (12. 470) 
为 了 求 出 系统 的 频率 响应 ， 将 下 列 解 带 入 到 运动 方程 : 
x, =A,coswt + B, sinwt (12. 471) 
xX, =A,coswt + Bysinwt (12. 472) 
假设 在 某 一 稳 态 工 况 ， 可 以 找到 下 面 的 一 组 关于 4 AL, By AB, 的 方程 
ayy C3 W -hk -cw A, 0 
TC w a22 Cs -k> Bı F 
= (12. 473) 
- k, -CW a33 Co A, 0 
CW -k, -CW ay B, 0 
aji =a =k, +k, -m w* (12.474) 
43 = ay = k) - m, w* (12.475) 
主 质量 mi 振动 的 稳 态 振幅 AX 
roe te tite (12. 476) 
等 于 
2 ee! 2 2.9 
ea (20 
式 中 
Z =(k -4° m,) (ky -0 m) -W My ky (12. 478) 
Z, =k, -W° m -w m (12. 479) 
引入 式 (12. 462) ~ 式 (12.468) ， 可 以 把 式 (12.477) 整理 成 
Aa le (12. 480) 





“42 rire +e) 1]? + Lee? r -(r =1) (9 = 07) |? 





参数 是 m 与 mi 的 质量 比 ，w1 是 主 系统 的 角度 固有 频率 ，ow* 是 减 振 器 系统 的 角度 固有 频 




















K, a 是 固有 频率 比 ,上 是 阻尼 比 , u 是 动态 振幅 X 与 静态 变形 量 Fk 的 振幅 比 。 











图 12. 51 所 示 为 频率 响应 的 性 能 。 其 中 
e =0.1 


并 有 


= 0 








(12. 
(12. 


(12. 
(12. 
(12. 
(12. 


481) 
482) 


483) 
484) 
485) 
486) 


所 有 的 曲线 都 通过 两 个 节点 P 和 Q， 其 位 置 与 阻尼 比 无 关 。 要 求 出 控制 节点 位 置 的 参数 ， 














只 需求 出 =0 Al é= o 时 曲线 交点 ,， SHE =O 和 & =% ， 得 到 : 
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图 12. 51 ”一 组 参数 和 不 同 阻尼 比 下 的 频率 响应 的 性 能 


2 _ (r? -a J? 
P “Ter - (r -1)(-) ]? (12. 487) 
De 1 
WTP +e) -1 (12. 488) 
£=0 时 ， 该 系统 是 一 个 有 两 个 固有 频率 的 欠 阻 尼 线 性 二 自由 度 系统 ， 当 激励 频率 达到 任意 
一 个 固有 频率 时 ， 系统 振幅 达到 无 穷 大 ， 即 u— œ 5 Ew 时 ， mi 和 m 之 间 将 不 会 有 相对 


运动 ， 该 系统 简化 为 一 个 有 一 个 固有 频率 的 从 阻尼 线性 单 自 由 度 系统 。 



































ky 
deez (12. 489) 
mı +My 
或 
posi (12. 490) 
T TES l 


激励 频率 达到 固有 频率 ， 即 ww, 或 一 'I/(1+es) 时 ， 系 统 振幅 达到 无 穷 大 ， 即 w 一 = 。 
应 用 式 (12.487) 和 式 (12.488) 可 知 


(P-a)? 1 








[ee r- (r -1)(P -) |? [PU +e) -1]? ae, 
上 式 可 以 简化 为 
e r- (r -1)(r -a") = £(P -oo)[r (1 +e) -1] (12. 492) 
方程 右 侧 取 负 号 时 等 效 于 
re =0 
表明 在 >=0 时 存在 一 个 共同 点 。 方 程 右 则 取 正 号 时 会 形成 一 个 关于 六 的 二 次 方程 。 
(2+2) r-r [2+2a(1+2)] +207 =0 (12. 493) 
该 方程 的 两 个 正 值 解 分 别 对 应 着 两 个 节点 已 和 @。 
Cee ee (2? +26 +1) at -20° +1+a € +1] (12. 494) 
~ e+2 
ri <Ty Sr (12. 495 ) 





由 于 频率 响应 曲线 都 会 通过 节点 P 了 和 Q， 则 最 优 解 应 该 在 P 和 0 等 高 时 出 现 。 即 
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u(P) =p(Q) (12. 496) 
又 因为 jw 在 P 和 0 处 的 值 与 & 无关 ， 所 以 可 以 把 rj 和 7 代入 式 (12. 488) R é= o 时 对 应 
AY u (Eo 但是， 求解 式 (12. 488) 





1 














u= 五 一 一 一 一 (12. 497) 
r(lte)-l 
可 以 在 r<r, 时 得 到 一 个 正 值 解 ， 在 >>r 时 得 到 一 个 负 值 解 。 所 以 有 
u(r) = -Am ) (12. 498) 
并 有 等 式 
1 7 =j 
1-r (1+8) 1-r(1+e) eaten) 
上 式 可 以 简化 为 
Regs (12. 500) 
式 (12.493) 中 根 的 和 为 
2 
nerga Ul te) (12. 501) 
所 以 
2 _24+20°(1 +e) 
l+e 1 +e (127302) 
进而 得 到 
1 
ae ET (12. 503) 








IN (12.503) 是 使 节点 P 和 Q 高 度 相 等 需要 的 条 件 ， 并 据 此 求 出 最 优 a。 求 最 优 a 等 
同 于 对 二 级 悬 架 系统 设计 最 优 刚度 hh。 ， 因 为 














ee (12. 504) 
On my N ky 
并 将 式 (12.503) 简化 为 
d 12. 505 
mı +My ( ) 
进而 得 到 最 优 刚度 hz 的 条 件 
peop = A (12. 506) 


! (m; +ma)2 

为 了 确定 最 优 阻尼 比 &， 令 在 节点 P 或 0 处 取 的 最 大 值 ， 在 节点 P DORA tma Mi 
(R u(r EIR r 附近 取得 最 大 值 。 在 节点 O 处 取 最 大 值 jy 确保 (7 ) 在 频 域 r, 附近 取 
得 最 大 值 。jw, 取 最 大 值 的 位 置 受 & 的 控制 ， 所 以 可 以 在 jwss 取 (ri) 和 (7r,) 时 得 到 两 个 
HEE. Kl 12. 52 为 这 种 情况 的 一 个 示例 。 

取 式 (12.503) PRÈ a 时 的 节点 频率 为 

1 
“Ite 











(12. 507) 


2 
rio 


令 节 点 频率 下 的 偏 导 aw2《/er 等 于 0 


2 +2 
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把 必用 NGCr) 作 分 子 ，DCr) 作 分 母 表示 


2 _N(r) 
# DCr) 
可 以 使 求 导 更 方便 。 
ye _ 1 (7)9N_,aD\_1/aN_N oD 
arr 万 (ae ed ~ D\ə Dar 
求 微 分 后 得 


aN 
a te +2 


2 Ap Z, +82 Z; +Ze 


把 式 (12.512), sh (12.513) 和 式 (12.507) 代入 式 (12.511) 解 得 #， 代 入 后， 方程 


op’ ar =0 应 为 
oN NƏD 
TD aye (+) (48° Zg +Zy) 
一 (4E r? +Z,) (4E Zs +88 Z; +Z) =0 
因为 


N 4é° r? +Z, 
DAE Zs+Z, 


st (12.514) Æ E 的 二 次 方程 ， 即 
[16Z; -4r (4Z, +8Z,) ]é 


+ [4Z, -4Z, r -Z (4Z, +8Z;) +473 Zaj E + (Z3 Ly — Z6 Z7) 
=A(é’)* +BE +C=0 





(12. 508) 


(12. 509) 


(12. 510) 


(12.511) 


(12. 512) 


(12. 513) 





(12. 514) 


(12. 515) 


(12. 516) 
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p= Ba VB -44C (12.517) 

从 r= Alr=r, 时 式 (12.517) 中 的 的 正 数值 可 以 求 出 极限 值 &* M é, BI 12.52 
所 示 为 最 优 a FILE =O. EF. ES Kokt u 的 性 能 曲线 。 
Gl 516% © =0.1 时 的 最 优 弹 得 刚度 与 阻尼 系数 





























设 弗 拉 姆 减 振 器 参数 为 
my 
e=— =0.1 (12.518) 
m 
取 式 (12.503) 中 的 最 优 频 率 比 a。 
a 
a Sigg 027091 (12.519) 
根据 式 (12. 507) 求 出 节点 频率 ri ,。 
2 _ 1 e \_ at 
a l+ F =0. 71071 或 1. 1075 (12. 520) 


4 r=r, = V0.71071~0.843， 并 根据 式 (12.455) ~ 式 (12.461) 计算 参数 Z ~ Zo 

Z = —0. 231470544 Z, =0. 0476190476 

Zs = -0. 1705988426 Z, =0. 0246326501 

Z, =0. 0133946532 Z =0. 03384338136 

Zo =0. 0006378406298 

根据 式 (12.452) ~ 式 (12.454) 计算 系数 4、B AIC. 

A =3. 879887219 
B= -0. 08308086729 (12. 522) 
C = -0. 0004775871233 





(12. 521) 





然后 求 出 第 一 个 最 优 阻 尼 比 & 
é7 =0. 1616320694 (12. 523) 
令 r=m = y1. 1075 ~1. 05236, 计算 下 列 参数 和 系数 

Z, =0. 562049056 Z4 =0.04761904752 

Z; =0. 265836937 Z, = -0. 375123324 

Z, =0. 078974785 Zg =0. 05273670508 

Zo =0. 003760704084 
A = -9. 421012739 
B =0. 1167823931 (12. 525) 
C =0. 005076228579 


(12. 524) 








然后 求 出 第 二 个 最 优 阻尼 比如 
< =0. 1738496023 (12. 526) 
因此 ， 最 优 频 率 比 a Æa” =0.9091, 最 优 阻尼 比 & 的 取 值 区 间 为 0.1616320694 < é* 
<0. 1738496023 。 

例 S17 太 ”r=a=1 时 减 振 器 效率 最 高 
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“=0 时 , 在 r=1 处 有 人 =1， 表 明 如 果 主 系统 和 二 级 系统 的 固有 频率 与 激励 频率 相等 ， 
即 r=w=1， 则 主 质 量 的 振幅 会 减 小 为 0。 

例 518 太 ”最 优 节 点 振幅 

把 式 (12.503) 中 的 最 优 a 代入 式 (12. 493) 


Se. Oe ny 3 
2 F -0 12. 527 
Dee (Pee (1+e)? ( ) 











而 得 到 如 下 节点 频率 











1 
人 ao 
fest (12.497) HRA ra, RIERA u Ca) 为 

M a (12. 529) 





E 
fill 519% KAAMEL a 和 质量 比 e 
固有 频率 比 a 的 最 优 值 仪 是 质量 比 e 的 函数 ， 并 由 式 (12.503) 确定 ， 图 12.53 所 示 
为 a 作为 函数 的 曲线 。 最 优 a， 连 同 最 优 大 ， 将 随 着 e = mA/m 的 增加 而 减 小 。 因 此 ， 减 
振 器 上 的 质量 较 轻 时 ， 需 要 配 刚度 较 大 的 弹簧 。 











0.9 


0.8 


0.7 


0.6 


0.5 


0.4 








图 12.53 ”固有 频率 比 a 的 最 优 值 关于 质量 比 e 的 函数 曲线 





例 520 丸 ”节点 频率 7， 和 质量 比 & 














由 式 (12.507) 可 知 ， 取 最 优 a 值 时 式 (12.503) 中 节点 频率 m > 仅 是 质量 比 e 的 
PRK 
ee j =] (12. 530) 





图 12. 54 所 示 为 六 ?作为 e RAR 20 时 ， 减 振 器 的 m 变 为 0， 所 以 系统 变 成 
一 个 单 自由 度 主 振荡 器 。 从 式 (12.490) 可 以 看 出 ， 这 种 系统 只 有 一 个 固有 频率 ，rm = 1。 
m, 逐渐 减 小 为 0 RF, ri > 也 逐渐 接近 该 频率 。 
节点 频率 六 ?总 是 在 单 自由 度 系统 固有 频率 的 两 侧 ， 有 
ri <r, ST (12.531) 











这 些 频 率 都 是 质量 比 e 的 减 函 数 。 


12 ”应 用 振动 学 229 




















T T T T T T T ™T T 
0 0,2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 


图 12.54 节点 频率 7 ?关于 质量 比 s 的 函数 曲线 
Gi 521% ”超大 阻尼 的 固有 频率 
&€=0, eg=0.1， 可 以 求 出 








r -1 
0.17- (f -1)? 











ps (12. 532) 


Seem, 可 以 求 出 


一 | (12. 533) 
Ezo 意味 着 系统 中 没有 阻尼 ， 系 统 中 没有 阳 尼 时 ，j 在 分 母 取 其 实 根 wx 和 7 时 达到 无 


FK, r 和 7 是 系统 固有 频率 。 例 如 ，s =0.1 时， 系统 的 固有 频率 r, 和 ,为 


Be 


0. 17? - (r? -1)2=0 (12. 534) 
ru =0. 85431 (12. 535) 
ry, = 1. 1705 (12. 536) 








&=0 意味 着 m Alm, 之 间 是 刚性 连接 ， 系 统 只 有 一 个 自由 度 ， 所 以 , u 在 分 母 取 其 唯 
一 的 根 7, 时 达到 无 穷 大 




















1. 1r? -1=0 (12. 537) 

r, =0. 953 (12. 538) 
这 里 的 7 始终 在 7 和 7 之 间 ， 即 

Ta <rmn<rnm (12. 539) 


12.7 小 结 





一 般 而 言 ， 振 动 是 一 种 有 害 的 和 不 期 望 发 生 的 现象 。 无 振动 系统 与 振动 系统 连接 时 ， 振 
动 的 影响 非常 重要 。 为 了 尽量 减 小 振动 的 影响 ， 需 要 把 有 振动 系统 与 一 个 弹性 阻尼 隔 振 器 连 
接 起 来 。 为 了 分 析 方便 ， 把 弹性 阻尼 隔 振 器 简化 为 互相 平行 的 弹簧 和 阻尼 器 ， 这 样 的 系统 称 
VERB 

振动 可 以 从 物理 意义 上 表示 为 能 量 转换 的 结果 ， 可 以 用 一 组 微分 方程 的 解 进行 数学 表 
达 。 如 果 系 统 是 线性 的 ， 则 总 能 够 把 运动 方程 整理 成 下 面 的 矩阵 形式 : 

[M]x+[c] x+[k]x=F(x,x,t) (12. 540) 
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振动 可 以 分 为 了 =0 时 的 自由 振动 和 五 关 0 时 的 受 迫 振动 。 但 是 ， 在 实用 振动 中 ， 通 常 按 运 
动 方程 的 解 分 为 瞬 态 和 稳 态 两 类 。 瞬 态 响 应 是 P=0 或 F 短 时 间 主 动作 用 下 运动 方程 的 解 。 
因为 很 多 工业 机 械 上 装 有 旋转 马达 ， 所 以 周期 激励 和 简 谐 激励 非常 普遍 ， 频 率 响应 是 系统 在 
简 谐 激励 下 运动 方程 的 稳 态 解 。 频 率 分 析 中 ， 人 们 寻求 初始 条 件 的 影响 消失 后 系统 的 稳 态 




















响应 。 





机 械 系统 的 频率 响应 ， 例 如 车 辆 ， 受 系统 固有 频率 和 激励 频率 的 控制 。 激 励 频 率 达 到 系 


统 的 某 一 固有 频率 时 ， 系 统 振幅 会 增 大 。 








的 振幅 可 以 通过 加 入 阻尼 使 之 减 小 。 





回 有 频率 附近 的 频率 区 域 称 作 共 振 区 域 ， 共 振 区 域 


单 自由 度 简 谐 激励 系统 可 以 分 为 基 座 激励 、 偏 心 激励 、 偏 心 基 座 激励 和 力作 用 激励 四 





类 ， 每 一 类 频率 啊 应 都 有 其 特殊 性 能 ， 








且 可 以 用 Sis G; All 9, 中 的 一 个 函数 表示 。 通常 把 系 


统 的 频率 响应 看 作 频 率 比 r=w/w, 和 阻尼 比 &=c/ V4km 的 函数 ， 并 借助 图 形 对 系统 频率 响应 









































进行 分 析 。 

12.8 主要 符号 

a 以 及 x* 加 速度 fn 驱动 质量 m 需要 的 力 

a, =X, 从 前 轴 到 质心 的 距离 F fii f= F sinwt 的 

ay = -X7 从 后 轴 到 质心 的 距离 振幅 

[a], [A] 系数 矩阵 Fo 常 力 

A, B,C 频率 响应 的 未 知 系数 F, KAA 

b; 从 质心 到 左 车 轮 的 Fr 传递 力 
距离 g 重力 加 速度 

by 从 质心 到 右 车 轮 的 ” Gy, Gy, G 频率 响应 的 振幅 
距离 I 梁 的 面积 惯性 矩 

c 阻尼 I 车 辆 的 质量 矩 

c* 最 优 阻尼 I 单位 矩阵 

Coq 等 效 阻尼 k 刚度 

cy REE AE EHS i íT, k* 最 优 刚度 
Hj 列 元 素 ies 等 效 刚 度 

[e] REE HE M kj 刚度 矩阵 中 的 第 i 行 ， 
分 母 第 列 元 素 

e vO kp 防 侧 倾 杆 扭转 刚度 

e 指数 函数 [k] 刚度 矩阵 

E 机 械 能 K 动能 

E 初期 弹性 模 量 l 长 度 

f= VT 循环 周期 m 质量 

f, F JI m, 设备 质量 

Íe 阻尼 力 m, ij 心 质量 

ja 等 效力 mij 质量 矩阵 中 的 第 i 行 ， 

fi HRT] 第 列 元 素 
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= 2 5 


oy 


~x OD 





FERME 





广义 振幅 
频率 比 

半径 
节点 上 的 频率 比 
量 纲 固 有 频率 
超 调 

R 

振幅 频率 响应 
时 间 

峰值 时 间 

上 升 时 间 
沉降 时 间 
周期 
回 有 周期 
速度 

势能 

汽车 轮 距 

Pate NE oA: od 
汽车 后 轮 距 
位 移 

初始 位 移 











1. 固有 频率 和 阻尼 比 











习 


题 


齐 次 解 
特 解 
峰值 位 移 
初始 速度 
振幅 

参数 
回 有 频率 比 
变形 

静态 变形 
质量 比 

角 运 动 

角 振动 振幅 
特征 值 
振幅 频率 响应 
相位 角 
相位 频率 响应 
角 频 率 [rad/s] 
回 有 频率 
阻尼 比 
最 优 阻尼 比 























drive ， 驱 动 
front， 前 
maximum， 最 大 
rear， 后 

spung mass, SÆLE 
unspung mass, JEZ 


质量 


某 单 自 由 度 质 量 -弹簧 -阻尼 器 的 质量 m=1kg， 刚 度 k=1000NAm， 阻 尼 c = 100Ns/m, 
试 确定 系统 的 固有 频率 和 阻尼 比 。 


2. 等 效 弹簧 
WORE 12. 55 所 示 振 动 系统 的 等 效 弹 簧 。 








3. 友 质量 弹 得 的 等 效 质 量 


图 12. 56 所 示 某 末端 带 有 质量 m 的 弹性 悬臂 深 ， 
质量 m,。 假 设 末 端 质量 做 侧 向 摆动 时 ， 该 梁 获 


得 简 谐 波形 


该 梁 的 参数 弹性， 面积 惯性 矩 7， 
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图 12. 55 ”与 悬臂 梁 连 接 的 弹簧 





y=Y sin 37 


RE L LEERT, DORE RAR hi SE SUE m, 














图 12.56 茶 末 端 质 量 为 m WAEA eR 


4. 连接 有 理想 弹簧 的 摆 
求 图 12.57 中 任意 角 9 时 摆 的 动能 和 势能 ， 弹 得 
的 自由 长 度 为 1=a -0。 
5. 连接 有 一 般 弹 得 的 摆 
求 下 列 条 件 下 图 12. 57 中 角 为 6 时 摆 的 势能 : 
(a) 弹簧 的 自由 长 度 为 1=w -1.26, 
(b) 弹簧 的 自由 长 度 为 1=a -0. 8b, 
6. 交 连 接 有 了 弹 得 的 直线 振荡 器 。 
求 图 12.58 中 振荡 器 的 动能 和 势能 ， 弹 簧 的 自由 
长 度 为 a。 图 12.57 ”连接 有 弹簧 的 摆 
(a) 用 关于 变量 角 0 的 形式 表示 答案 。 
(b) 用 关于 变量 距离 x 的 形式 表示 答案 。 
(c) RAE 6 为 小 角度 和 大 角度 时 的 运动 方程 。 
(d) 求 距离 x 为 小 距离 和 大 距离 时 的 运动 方程 。 
T. k 座 热 的 数学 模型 
图 12. 59 所 示 为 某 座 垫 悬 架 机 构 的 数学 模型 ， 该 模型 可 以 用 于 分 析 鸭 驶 人 的 座 椅 或 橡胶 
TAR 
(a) Ay 为 已 知 输入 函数 ， 推 导 以 x 和 z 为 变量 的 运动 方程 。 
(b) 消去 z， 推 导 关 于 x 的 三 次 方程 。 
































图 12.58 ”连接 有 弹簧 的 直线 振荡 器 K] 12.59 座 热 悬 架 机 构 的 数学 模型 











8. 力作 用 激励 和 弹簧 刚度 
某 力 作用 激励 的 质量 - 弹簧 - 阻尼 器 系统 参数 为 
m=200kg c=1000N s/m 
求 使 系统 固有 频率 为 1Hz 的 弹簧 刚度 E。 如 果 给 质量 m TINEA F, 
F =100 sin107 
求 质 量 m 的 位 移 、 速 度 和 加 速度 的 振幅 。 
9. 力作 用 激励 和 系统 参数 
某 力 作用 激励 的 质量 - 弹簧 - 阻尼 器 系统 受 力 /的 作用 
F =100 sin10/ 
如 果 质 量 m = 200kg 在 固有 频率 下 受 激励 ， 并 且 不 会 有 大 于 2 的 无 量 纲 稳 态 振幅 ， 试 求 
He. k, g, 和 Fy。 
10. 基 座 激励 和 弹簧 刚度 
某 基 座 激励 的 质量 - 弹簧 -阻尼 器 系统 参数 为 
m=200kg c=1000N s/m 
系统 固有 频率 时 的 基 座 激励 为 






































y =0. O5sin 27t 
RGSS BE k Al m 的 稳 态 振幅 。 
11. 基 座 激励 系统 和 绝对 加 速度 
假设 某 基 座 激励 的 质量 - 弹簧 -阻尼 絮 系 统 ， 在 绝对 加 速度 频率 响应 的 节点 处 振动 ， 如 
果 基 座 受到 的 激励 为 





y =0. O5sin 2a 

12. 偏心 激励 和 传递 力 

某 发 动机 的 质量 m=175kg， 偏 心 me =0.4 x0. 1kgm， 同 时 转速 w =4000r/min 

(a) 如 果 有 四 个 发 动机 支 座 ， 每 个 支 座 丰 = 10000Nm，c = 100N sym， 求 该 振动 的 稳 态 
振幅 。 

(b) 求 传递 到 基 座 的 力 。 

13. 支 偏心 基 座 激励 和 绝对 位 移 

某 偏心 基 座 激励 系统 的 参数 : m =3kg, m, =175kg, m,e =0.4 x0.1kgem， 同 时 w= 
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4000r/min, WR r=1 F, Z/(ee) =2, AX AY, 


14. 特征 值 和 自由 振动 


HEME - 弹簧 — Pe at RICE BON 


m =250kg k =8000N/m 
试 对 x(0) =1, x(0) =O 时 ， 求 系统 的 特 生 


15. 交 对 阶 路 输入 的 响应 





REME - 弹簧 — Peat RICE BON 


m =250kg k=8000N/m 
求 2% fal 口 的 阶 跃 输入 参数 ty ` tp ` 


16. 阻尼 比 的 确定 


设 某 振动 系统 经 过 100 次 振动 后 ， 峰 值 振幅 降低 了 2% , 


17. 汽 车 的 侧 向 惯性 抵 
设 某 汽车 的 参数 如 下 


bi 


Xpy S 和 to 


c =1000N s/m 
E 值 和 自由 振动 响应 。 


c=1000N s/m 


746mm 


TAR é 的 准确 值 和 估计 值 。 





740mm 





1245kg 





1100mm 





1323mm 





580mm 





335kgm? 








1095kgm? 


汽车 放 在 实体 钢 质 平板 上 ， 平 板 太 十 为 2000mm x 3800mm x 35mm 


求 摆动 周期 
(a) 侧 向 
(b) 纵向 
18. 六 最 优 减 振 器 


， 并 且 A, =3100mm 


设 某 主 系统 质量 m, =250kg, WIE k =8000N/m, ME m, = lke 时 用 作 减 振 器 的 二 级 系 


统 最 佳 悬 架 。 
19. 女 频 率 响应 
证 明 如 下 等 式 : 








G, -各 
kY 
Fr, 
G» = > 
ew, m 
ae) 
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车 辆 是 如 图 13.1 所 示 的 多 自由 度 系统 。 车 辆 的 振动 性 能 ， 称 作 乘 适 性 或 平顺 性 ， 与 车 
辆 的 固有 频率 和 振 型 高 度 关联 。 本 章 讨论 和 考察 不 同类 型 车 辆 运动 方程 、 因 有 频率 和 振 型 的 
实用 计算 方法 。 





























图 13.1 车 辆 的 整 车 振动 模型 


13.1 拉 格 朗 日 方法 和 耗 散 函 数 








拉 格 朗 日 方程 
K 
- on | aK ey ey (i361) 
dilag,} ðq, 
或 
d{9£\ aL 7 
lag} Tae Tae (13:9) 








由 式 (9.243) 和 式 (9.298) 给 出 ， 两 个 方程 都 可 以 用 于 求 振动 系 统 的 运动 方程 。 但 是 ， 
对 于 轻 度 线性 振动 ， 可 以 采用 更 为 简单 实用 的 特殊 拉 格 朗 日 方程 。 

d a ak aD aV _ 

一 | 一 -一 + 一 + 一 = 

dilag,! 4, aq, ðq, 
APF, K 是 系统 动能 ; 了 是 系统 势能 ; D 是 系统 的 耗 散 函 数 ; f 是 施加 在 质量 m, 上 的 作 
用 力 。 























r=1,2,°…n (13.3) 


r 





K = =x'[m] x = X; My X; (13.4) 
ae ey 

(eas Sax (13.5) 
2 g DAA E 

M E Cee (13.6) 
= 2 ae en: 





D 
2 J 
证 明 : 设 有 一 个 单 自由 度 质量 - 弹簧 - BE RAS, ABE NUL RSL APEB 
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， 可 以 应 用 瑞 利 耗 散 函 数 计算 耗 散 能 





pe L ca? (13.7) 
用 微分 求 阻 尼 力 f, 
f= ae (13. 8) 
Ox 
弹性 力 f 可 以 根据 势能 V 中 求 出 
f= (13.9) 
则 广义 力 下 可 以 分 解 成 
F=f, +f, +f= - = - +f (13. 10) 
式 中 ， nn Pg ne fest a 6) 代入 到 式 (13.1) 中 
až) x e -2K ig (13. 11) 
FAATERE tea A Se hia BA H si 
afa) a ak eat a (13. 12) 
当 振 动 系统 有 了 个 自由 度 时 ， es EK, GE V ARE eR D 即 为 式 (13.4) ~ xt 





(13.6). 

例 522 单 自由 度 受 迫 质量 -弹簧 -阻尼 器 系统 

图 13. 2 所 示 的 单 自由 度 质 量 - 弹 壬 -阻尼 器 系统 ， 外 力作 用 在 质量 m 上， 系统 运动 
时 ， 其 动能 和 势能 























K=5mi? (13. 13) 


(13. 14) 


m 




















自由 度 受 迫 质量 — SAS - 阻尼 器 系统 
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I 
D= z CX (13. 15) 
把 式 (13.13) ~ 式 (13.15) 代入 拉 格 朗 日 方程 式 (13.3)， 得 到 如 下 运动 方程 
i Cy i (13. 16) 
这 是 由 于 
OE ape OK 350 E LE (13.17) 
ax Ox ax Ox 
例 523 ”无 阻尼 三 自由 度 系统 
图 13. 3 所 示 是 一 个 无 阻尼 三 自由 度 线性 振动 系统 ， 系 统 的 动能 和 势能 为 
1 ot ee a a 
K=5 mı xi + Fm2 x3 + Fm3 x3” (13.18) 
Vad hy a? hey (ay <0)? + ks (an = w3)? + Lha w3? (13. 19) 
Dp 1 %1 OE x9 Pe ae” %3 g 4X3 . 
图 13.3 无 阻尼 三 自由 度 系统 
因为 系统 中 没有 阻尼 ， 所 以 可 以 求 出 拉 格 朗 日 函数 
L=K-V (13. 20) 
应 用 式 (13.2), HQ, =0 
= ay ey Se ee (13.21) 
ŽE Ska (a =a) = hs (x2 =) (13.22) 
OF L ky (æ - a) = ha ts (13. 23) 
3 
人 ae T (13. 24) 
Oxy 2 3 
求 出 运动 方程 
mı xı +k, x, +k, (x; -—x.) =0 (13.25) 
m, x, — k, (x; —%_) +k (x — x) =0 (13.26) 
m3 x3 -= k, (x — x3 ) + k4 x, =0 (13. 27) 
为 了 便于 计算 ， 把 上 述 方程 写成 矩阵 形式 
m 0 0 4x, +k, +k, —ky 0 x, 
0 m 0 x + -hb ky th, =k, x =0 (13. 28) 


O,. HO aime 0 ks Bathe wa 
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例 524 ”偏心 激励 单 自由 度 系统 

图 12. 31 所 示 为 偏心 激励 单 自由 度 系 统 ， 其 质量 单元 m 被 一 个 由 弹 先 k UBL JE aie c 构成 
WERL, EER e 处 还 有 一 个 以 角速度 w 旋转 的 质量 单元 m。， 应 用 拉 格 朗 日 法 可 以 求 
系统 的 运动 方程 。 

系统 的 动能 


K=> (m-m,) x? + 六 m, (x +ew cosat)? + m,( -ew sinwt )? (13.29) 


主 振动 质量 m- m, 的 速度 是 * ， 偏 心 质量 的 速度 有 两 个 分 量 ， 即 * + ew coset 和 - ew sinwt， 
则 系统 的 势能 和 耗 散 函数 为 





























-l2 p-o 
Ves kx D=- Cx (13. 30) 
MAPLE BA Da 
Lae +m,ew cosat (13.31) 
ax 
oK és 
i | =mx — m,ew” sinwt (13. 32) 
x 
OD ek (13. 33) 
Ox 
ƏV pe (13. 34) 
Ox 
得 到 运动 方程 
mx + cx + hx = m,ew” sinwt (13. 35) 


该 方程 与 式 (12. 208) 相同 。 

例 525 偏心 基 座 激励 振动 系统 

图 12. 35 所 示 单 自由 度 偏 心 基 座 激励 振动 系统 ， 其 质量 单元 m 装 在 一 个 受 偏心 激励 的 
基 座 上 ， 由 弹簧 上 和 阻尼 器 e 支撑 。 基 座 质量 为 m,， 在 距离 。 处 连接 着 一 个 不 平衡 质量 单元 
me， 质 量 单元 m, 以 角速度 w 旋转 。 

应 用 拉 格 朗 日 方法 可 以 推导 出 系统 的 运动 方程 ， 需 要 的 函数 为 





























K =—mx ?+ (m - —m,) y’ 

1 . 2 1 i 2 
+5 Mely = ew cost ) +7 Mel ew sinat ) (13. 36) 
Vas k- y)? (13.37) 
pe sek -j)? (13.38) 

应 用 拉 格 朗 日 方法 可 得 

mx +e(% 一 y) +h(x-y) =0 (13. 39) 
m, y +m,ew" sinoat —c(x -y)-k(x-y)=0 (13. 40) 
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OF ie (13.41) 
Ox 
d a 
Slag} =™ (13. 42) 
aP (i y) (13. 43) 
Ox 
0 Cres (13. 44) 
Ox 
于 y —m,ew coswt (13.45) 
ay 
aa] - 7 5 
di\ as =m, y +m,ew™ sinwl (13. 46) 
Le E (13. 47) 
y 
OF 
Oa Cyd 13. 48 
= -k(x=y) (13.48) 
应 用 z=x -y， 联 立 式 (13.39) 和 式 (13.40) 求 相对 运动 方程 
mm, . . mm, 4, 
zteztkhz= ew” sinwt (13. 49) 
m, +m m, +m 
该 方程 等 于 
z +2éw, 2 +w2z= eew2 sinwt (13. 50) 
me 
s2 (13.51) 
my 





例 526 ”在 圆周 轨迹 上 滚动 的 圆 盘 

图 13. 4 所 示 为 一 个 质量 为 m、 半 径 为 r 的 均匀 
圆 盘 ， 该 圆 盘 在 半径 为 R 的 圆周 轨迹 上 做 无 滑动 的 
纯 深 动 ， 则 圆 盘 相对 于 6=0 作 自 由 摆动 。 

摆动 很 小 时 ， 可 以 用 等 效 的 质量 - 弹簧 -阻尼 
器 系统 代替 该 摆动 圆 盘 。 下 面 采用 拉 格 明日 方法 求 
出 其 运动 方程 ， 系 统 的 能 量 为 

1 2 


K ace mot +5 Lw 














2 


ath, 252 1 [1 vi VRID 
= m(R r)" @ + 7 mr |(p-0) 
V= -me(R-r) cos 


没有 滑动 时 ， 在 0 和 9 之 间 存 在 着 下 面 的 约束 关系 
RO = rp 








可 以 据 此 从 天 中 消 掉 wp 











图 13.4 均匀 圆 盘 在 


E 





贝 





中 周 轨迹 上 滚动 





(13.52) 


(13. 53) 


(13.54) 


(13.55) 
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根据 下 面 的 偏 导 数 
ale oe = m(R-r)? Ë (13. 56) 
oe -mg(R-r) sin (13.57) 
即 可 以 求 出 摆动 圆 盘 的 运动 方程 
2 (R-r) 6+¢ sing =0 (13. 58) 


0 很 小 时 ， 方程 等 效 于 一 个 mes =3(R-1), keq =28 的 质量 -HERT 
例 527% IE y 
图 13. 5 所 示 是 一 个 由 两 个 摆 串 联 而 成 的 双 摆 。 两 
个 无 质量 杆 的 长 度 分 别 为 和 1,， 两 个 质点 质量 单元 分 
别 为 m Mm, ZE 9, 和 0, 可 以 用 来 表示 系统 结构 的 
广义 坐标 。 为 了 计算 系统 的 拉 格 朗 日 函数 ， 并 求 其 运动 
方程 ， 首 先 定义 质量 单元 的 全 域 位 置 。 


























x, =L sin 6, (13. 59) 
yı = -li cos 0; (13. 60) 
x, =l sin 6, +1, sin 65 (13. 61) 
Yı = -lı cos 0 -l cos 0 (13. 62) 
坐标 的 时 间 导 数 为 
x, =1,6 cos, (13. 63) Z] 13.5 XUE 
yı =1,6 sind, (13. 64) 
x =l cos, +1,6,c0s 0, (13. 65) 
ya =1,6,sin0, +1,6,sin6, (13. 66) 
所 以 质量 单元 速度 的 平方 为 
42 452-2 6? (13.67) 
vy = x5 +yz =U 67 +6 5 +21, l 6, 6, cos (0, -0,) (13. 68) 
双 摆 的 动能 为 
K =m of ttm, 3 


= Fm, 6} + Sms FO] +B 43 +2 by Å, Ôa cos(0 -0)] (13.69) 


双 摆 的 势能 等 于 各 质量 单元 势能 的 和 。 
V =m, gy, +My BY» 
= —m, gl, cos6; -m, g (li cos0 +1, cos, ) (13. 70) 
动能 和 势能 构成 如 下 拉 格 朗 日 函数 
L=K-V 


=m, Ê ġ? timih 62 +2 62 +21, l, 6, 6, cos(0 -0,)] 
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+m, gl, cosO +m, g(l1 cos; +1, cosd, ) (13. 71) 
采用 拉 格 朗 日 方法 用 式 (13.2) 求 出 如 下 运动 方程 : 
d{oL\ 9C 
de 2] - 36, Co +My) Ë 6 +m, l ly 65 cos (6, - 65) 
+ my lı ly 63 sin(@; -02) + (m; +m) L g sind, 
=0 (13.72) 
d/{0L\ aL 
dt aĝ, l ~ 50， =m, & b> +m, l L 6, cos( 6, - 65) 
-m; l l, O1 sin( 0; - 02) +m, ly g sind, 
=0 (13.73) 
Gil 528% EIE 
考虑 图 13.6 所 示 的 一 个 工 节 链 摆 ， 每 一 节 摆 都 有 一 
个 长 为 4; 的 无 质量 杆 、 一 个 质量 为 m 的 质点 和 一 个 从 垂 EA 
直方 向 测量 的 广义 角 坐 标 0;。 
质量 单元 m, 的 坐标 分 量 x; P y; 为 
C= > Using, yp == > Lcosð,; (13.74) 
ia i=l 
求 其 时 间 导 数 
x, = ÈL 6; cos6; y; = ÈL 6, sind; (13.75) q 
j=1 j=1 On My 
ee 0 o. WAE o> 
sw E Wie ee 
X2 = | XL 6; cosg, | | > 6, cosO, ) 
j=l k=l 
= £ ÈL l, Ô; 6, cos0; cos; (13.76) 
j=l k=l 
9 = : . . i . š 
y = | ÈL 6; sing, | | ÈL O; sind, | 
j=l k=l 
= 2, Èi; l, 6; 0, sind; sind, (13.77) 
fake 
计算 质量 单元 m, 的 速度 v; 的 平方 
E 
= 之 2i L; 6; Å, ( cos6; cos, + sind; sind, ) 
i 
= > SIL 6; 6, cos(0 — 01) 
jsl k=l 
= -YEY Th 6, 6, cos( 6; - 0) (13. 78) 


j=lk=j+l 


现在 可 以 计算 链 摆 的 动能 天 
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zànt 


ym; Ym. (Deg +25 Shh 6; 6, cos( 6; — 6,) 
































-+ EV mees+ Dy Sati kae (13. 
i=l j=l k=j+1 
第 ;个 摆 的 势能 与 m 有 关 
V; = m; gyi zs cos6; (13. 
j=l 
所 以 ， 链 摆 的 总 势能 为 
V = mi gyi -$ Ym gl; cos0; (13. 
i=l Z1 j=l 
用 拉 格 朗 日 E 函数 [ 求 链 摆 的 运动 方程 
L=K-V (13. 
应 用 拉 格 朗 日 方程 
d [ðL al _ _ Ee 
les -3 70 $=1,2 (13. 
或 
OOS RN eo 
a pe at =o =1,2 -n (13. 
13.2% KE 
WR [m] 是 一 个 nxn 和 矩阵, x 是 一 个 nxl 和 癌 量 ,，S 是 一 个 标量 函数 ， 称 作 积 
义 为 
S=x'[m]x (13. 
AAS 对 向 量 x 的 导数 为 
ae +[m]")x (13. 
动能 K、 势 能 V 和 耗 散 函 数 D 用 积 
Pe x'[m] x (13. 
1 
V=5* x'[k]x (13. 
D=5 #"[e] à (13. 
因此 
Em] +[m]") x (13. 
or => ((k] +[k]")a (13. 


ox 2 


79) 
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oD 


ay (Lol +Le]") & (13.92) 





对 积 求 导 并 应 用 拉 格 朗 日 方法 
d ok -oR oD OF 


















































: =F (13. 93) 
dt ax Ox ax Ox 
线性 自由 度 振动 系统 的 运动 方程 变 为 
[m] x+[c] x+[k]x=F (13.94) 
式 中 的 [m], [c] 和 [k] 是 对 称 和 矩阵 。 
[m] => ([m] +[m]") (13.95) 
Le] =E ([e] +Le]") (13.96) 
[k] =+ (Lk) +[4]") (13.97) 
积 又 称 作 埃 尔 米 特 形式 。 
证 明 : 定义 一 般 对 称 积 如 下 
S = x"[a]y = ae ay (13. 98) 
如 果 积 是 对 称 的 ， 则 x =y， 且 有 
S=x'[alx = 之 2h Qi 和 (13.99) 
向 量 x Aly 是 nn 个 广义 坐标 qi PUENTE] £ AY PREC 
x=x(q1,q2, Int) (13. 100) 
y=yl(q 02 dnt) (13. 101) 
q=[g gq … qa] (13. 102) 
x 对 4 的 导数 是 方形 矩阵 
OX, OX 7 OX, 
091 ðq 091 
re 0q ðq (13. 103 ) 
OX) OX, 
AES. 
还 可 以 表示 为 
Ox. 
091 
ie Se 
xX 
P dg (13. 104) 
Ox 
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或 
ox fêm ðm on (13. 105) 
ag. Lag aq aq 
W S 对 某 一 元 素 qi 的 导数 为 
ee 
Dy 
oe: 
= > > ag, TH + z LX aag 
= Ow oy 
EES EE gins 
Ox; Oy; 
= De Dai go We Le 2 5g, FO) (13. 106) 
所 以 5 对 4g 的 导数 为 
ðS 0x 
= =% [a aly + 2 [a ]"x (13. 107) 
如 果 S 是 对 称 积 ， 则 
as ax ox 
fan ag Lals) = lale+ sla]! x (13. 108) 
UR a 
#3 ae (Fla Jx) =2[a]e+& [a] 
=[a]x+[a]'’x=([a]+[a]")x (13. 109) 
如 果 [a] 是 一 个 对 称 矩 了 泗 ， 则 
[a] +[a]" =2[a] (13. 110) 
在 [a] 不 是 对 称 和 矩阵 时 ，[a] =[a] +a]! 是 对 称 矩 阵 ， 这 是 因为 
a, =a, +4; =a; +a; = a; (13.111) 
因此 
[a] =[a]" (13. 112) 
动能 K、 势 能 V 和 耗 散 函 数 D 可 以 用 积 表示 。 
K=> x"[m] x (13. 113) 
Ves x"[h)x (13. 114) 
Det x'[c] x (13. 115) 


把 K、V 和 D 带 入 拉 格 朗 日 方程 后 得 到 运动 方程 。 





d óK aK ðD or 
= +4 
dt ax OX əx Ox 


oe é en a x) ye Ge ] x) +> 2G" Els) 
=> rf e 
2 tdt 
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=> ([m] +[m]7) 关 + 方 ([e] +[e]7) # +> ([4] +Lk]")x 
=[m]x+[c] x+[k]x (13. 116) 
式 中 
[m] =} ([m] +[m]") (13.117) 
fe] => (Le] +Le]") (13. 118) 
[k] => (Lk) +[4]") (13. 119) 
现在 假设 每 一 个 用 拉 格 朗 日 方法 求 出 的 运动 方程 都 有 一 个 对 称 系数 矩阵 ， 则 把 运动 方程 写 为 
[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 120) 
并 用 [m], [c] 和 [k] 代替 [m], [c] 和 [k] 
[m] =[m] (13.121) rai 
[ce] =[e] (13. 122) aes 
[k] =[4] (13.123) agg 


例 S29 女 ”有 驾驶 人 的 四 分 之 一 车 辆 模型 

图 13. 7 所 示 为 一 个 有 驾驶 人 的 四 分 之 一 车 辆 
模型 ， 驾 驶 人 的 模型 为 一 个 被 签 载 质量 m, 上 的 线 
性 缓冲 器 支撑 的 质量 单元 mgo 











假设 BR 
y0 (13. 124) 
则 用 拉 格 并 日 方法 和 积 的 导数 求 自 由 振动 运动 
方程 。 车 轮 
系统 动能 可 以 表示 为 


; ; 轮胎 
ee hg ae Rap ma ah 


2 u u 2 S 





道路 


图 13.7 有 驾驶 人 的 四 分 之 一 车 辆 模型 


xa 
=> a" [m] x (13. 125) 
系统 势能 V 可 以 表示 为 
1, 2 1 Nn _ 2 
V = ta tg Es Cs Xa) +g kalta x) 
k, +k -k, 0 Xa 
1 
SFU x xa] -k k, + ka -ka x. 
0 -k, ky Xq 
= [hl]x (13. 126) 
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同 理 ， 系 统 耗 散 函 数 D 可 以 表示 为 


D =e, 2 t ei, -x,)° the cal xq- Pe 





2 
cate -ce 0 a 
Siia, i, tal -e etka -o d 
0 sO WG ga 
se] x (13. 127) 
应 用 积 求 导 方法 ， 就 可 以 求 出 天、 RAMAN e re ame 


u 


aK L [m] +[m]") tsim] +[m]7) i, 


ax 
xq 
m 0 0 % 
= 0 m 0 y (13. 128) 
0 0 my hq 
Xa 
ovVv_l T _ 工 T 
KSL (Ce) + [ED wsd ( [a] + (EIT) a 
Xa 
ki +k, -k, 0 xy 
= =k, k +k -ha x, (13. 129) 
0 -ka ka Xa 
Xu 
aD 1 . 1 f 
noaa el 4 [c]") x=5 ( [e] + [e] «x, 
ð x 
xa 
Cate 一 c。 0 X u 
= 一 Cs Cs 十 Cd 一 cd Xs (13. 130) 
0 一 Cd Cd Xd 
因此 ， 系 统 的 自由 振动 运动 方程 为 
[m] x+[c] x +[k]x =0 (13. 131) 
m 0 0 % c, te 一 C。 0 Xu 
0 m 0 x + =c c. +k 一 cd x 
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k, +k, -k 0 x 
+ >k, k+tk -ką %, =0 (13. 132) 
0 -ky ky %q 
B 530% [m], [c] AM [k] 的 不 同 配置 
系统 的 总 动能 K、 势 能 V 和 耗 散 函数 D 不 变 的 情况 下 ， 振 动 系统 可 以 有 多 种 质量 矩阵 
[m], PHE [c] 和 刚度 矩阵 [k] 的 配置 方式 。 例 如 ， 图 13.7 中 四 分 之 一 汽车 模型 的 
势能 V 可 以 用 多 种 刚度 矩阵 [k] 表示 。 











V= Ek, a + k my)? t kalaa a)? (13. 133) 
k, tk, -hk 0 
V= La" -k ktk -kx (13. 134) 
0 -ky oh; 
k +k, -2k 0 
v= oe 0 ktk -2k x (13. 135) 
0 0 kg 
k,tk 0 0 
y= Fx -2k, k tky Ox (13. 136) 
0 -2k, kg 





尽管 9 K/a x, aD/ax 和 9V/9x 方程 中 的 [m], [c] 和 [k] 矩阵 是 对 称 和 矩阵 , K D 
AV WH [m], [e] 和 [k] 却 未 必 是 对 称 和 矩阵 。 

AAEM [a] 是 对 角 和 矩阵 ， 则 该 矩阵 是 对 称 和 矩阵 ， 且 
[a] =[a] (13. 137) 

YAMA IB CS, W529 中 的 矩阵 [m] AAEE, TL KR RA 
IN (13.125) 这 一 种 形式 。 

例 S31 女 ”正定 矩阵 

如 果 和 矩阵 [a] 在 xz 六 0 时 始终 满足 x [ao]z >0， 则 称 该 矩阵 为 正定 和 矩阵。 如果 和 矩阵 
[a] 对 所 有 的 x 始终 满足 zfa]=0， 则 称 该 矩阵 为 半 正 定 矩阵 。 动 能 是 正定 的 ， 即 除非 
x =0， 不 可 能 存在 K=0 的 情况 。 势 能 是 半 正 定 的 ， 即 只 要 x >0,， 就 有 V0。 但 是 也 有 可 
能 存在 xo >0 而 了 =0 的 情况 。 


13.3 固有 频率 和 振 型 


系统 的 非 受 迫 、 无 阻尼 振动 是 表征 系统 国有 性 能 的 基本 响应 ， 没 有 阻尼 和 外 部 激励 的 系 
统称 作 自 由 系统 ， 自 由 系统 服从 下 面 的 微分 方程 。 
[m] x+[k]x=0 (13. 138) 




























































































自由 系统 的 响应 是 简 谐 振动 


n 
x = Duilh; sinw; t + B; cosw;t) i= 1,2,3,.…n 
i=l 
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=e u,sin(w;t-—@;) i=1,2,3, n (13.139) 


式 中 ，w; 为 系统 固有 频率 ; u; 为 系统 振 型 。 
固有 频率 w; 是 系统 特征 方程 的 解 





det[ [k] -° [m] ] =0 (13. 140) 
与 w; 对 应 的 振 型 u, 是 式 (13.141) 的 解 
[[k] -w,7[m] ] u, =0 (13. 141) 


未 知 系数 和 矩阵 A, 和 B, 或 C; 和 (OF 需要 由 初始 条 件 来 确定 。 
证 明 : 在 一 般 运 动 方 程 中 去 掉 力 和 阻尼 项 











[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 142) 
得 到 自由 系统 的 方程 
[m] x+[k]x=0 (13. 143) 
并 寻求 下 面 形式 的 可 能 
x =uq(t) (13. 144) 
x, =u;q(t) i=1,2,3, n (13. 145) 
此 解 显示 运动 中 两 个 坐标 的 振幅 比 与 时 间 无 关 ， 把 式 (13.144) 代入 到 式 (13. 143) 
[m]ugq(r) +[k]ug(t) =0 (13. 146) 
并 离散 时 间 相 关 项 ， 得 到 
人 IR] = 全 E (13. 147) 
q(t) jal Mju 





因为 方程 右 侧 与 时 间 无 关 ， 方 程 左 侧 与 序号 i 无关， 两 侧 均 应 等 于 一 个 常数 ,假设 该 常数 是 
DEX o, HA (13.147) 可 以 分 解 为 两 个 方程 


q(t) +w°q(t) =0 (13. 148) 
All 
[[k] -w’[m] ]u=0 (13. 149) 
或 
Dy my) wy =0 i=1,2,3,n (13. 150) 
式 (13. 148) 的 解 为 
q(t) =sinwt + coswt =sin( wt - o) (13. 151) 


表明 系统 上 所 有 的 坐标 点 ，%， 以 等 频率 w PSEA OL PA o 做 简 谐 运动 。 频 率 w 由 式 
(13. 149) M, sh (13.149) 为 一 组 关于 未 知 量 的 齐 次 方程 。 

xt (13.149) 有 一 个 解 & =0， 在 该 位 置 系统 没有 运动 ， 称 作 静 止 位 置 。 该 解 称 作 零 解 ， 
该 解 不 是 很 重要 。 要 获得 非 零 解 ， 系 数 和 矩阵 的 行列 式 必 须 为 0。 

det[ [k] -o° [m]] =0 (13. 152) 

求 使 式 (13.149) 具有 非 零 解 的 稳定 w 的 问题 ， 称 作 特 征 值 问题 。 展 开 式 (13.152) 得 到 
一 个 代数 方程 ， 该 代数 方程 称 作 特征 方程 。 特 征 方程 是 关于 o 的 n 阶 方程 ， 并 可 以 解 出 n 
个 固有 频率 w;， 固 有 频率 o; 可 以 按 顺 序 排列 如 下 。 


w SW, SWE 

















(13. 153) 


n 
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w An ME, RRI (13.151) 可 能 有 个 不 同 的 频率 w, i=1, 2, 3, no 
再 用 [m] RAR (13. 143) 
x+[m]~'[k]x =0 (13. 154) 
进而 求 出 特征 方程 式 (13. 152) 
det{ [A] -AI] =0 (13. 155) 
式 中 
[A] = [m] [k] (13. 156) 
所 以 ， 求 固有 频率 w; 也 就 是 求 和 矩阵 [m] [的 特征 值 ， 
A; =o; (13. 157) 


求 满足 式 (3.149) 的 向 量 w 的 问题 称 作 特征 向 量 问题 。 可 以 通过 对 式 (3.149) 求 出 


与 各 w 对 应 的 二 f 
[Ck] -wi [m]] zi =0 
最 后 获得 TAN u COME, SEA w; 相对 应 的 特 和 





振 型 。 
或 者 ， 可 以 求 矩 阵 [4] =[m] [的 特征 向 量 
[[A] -A; I] u; =0 





而 不 必 求 式 (13. 158) 中 的 振 型 。 











(13. 158) 


E 向 量 u; 称 作 


(13. 159) 


I (13. 158) 是 齐 次 方程 ， 所 以 ， 如 果 u, 是 一 个 方程 的 解 ， 则 au; 也 是 方程 的 一 个 解 。 
因此 ， 特 征 向 量 并 不 是 唯一 的 ， 它 可 以 表示 为 任意 长 度 。 但 是 ， 特 征 向 量 中 任意 两 个 元 素 之 
间 的 比值 是 唯一 的 ， 所 以 u; 的 振 型 也 是 唯一 的 。 如 果 u; 的 某 一 个 元 素 确 定 了 ， 则 剩余 的 其 
他 -1 个 元 素 也 可 以 被 唯一 地 确定 。 特 征 向 量 的 振 型 表示 振动 系统 坐标 的 相对 振幅 。 

因为 特征 向 量 的 长 度 并 没有 统一 的 定义 ， 所 以 可 以 用 多 种 方式 表示 u;。 最 常用 的 表示 






























































方式 包括 : 
1) 归 一 化 。 
2) 标准 形式 。 
3) 最 大 值 归 一 。 
4) 首 值 归 一 。 
5) 末 值 归 一 。 
在 用 归 一 化 表示 时 ， 需 要 调整 u, 的 长 度 使 


u;[m]u,;=1 





或 者 
uj [k] u;=1 

并 分 别称 u; 为 相对 [m] 和 [的 归 一 化 振 型 。 

在 用 标准 形式 表示 时 ， 需 要 调整 u; 的 长 度 并 使 其 长 度 为 单位 值 。 

在 用 最 大 值 归 一 表示 时 ， 调 整 u; 的 长 度 以 使 最 大 元 素 为 单位 值 。 
在 用 首 值 归 一 表示 时 ， 调 整 u; 的 长 度 以 使 第 一 个 元 素 为 单位 值 。 
在 用 末 值 归 一 表示 时 ， 调 整 u, 的 长 度 以 使 最 后 一 个 元 素 为 单位 值 。 
例 532 丸 ”正定 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 
设 有 一 个 2 x2 和 矩阵 



































(13. 160) 


(13.161) 
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a 








为 了 求 得 [4] 的 特征 值 Mi; ， 通 过 用 主 对 角 线 减 去 未 知 量 A 求 出 矩阵 的 特征 


行列 式 。 
det[ [A] - AT] = de E ‘| -alo Al 


5-A 3 | 
3 6-A 
=)? -11A +21 


= de 





特征 方程 式 (13. 163) 的 解 为 
A, =8.5414 A, =2. 4586 
为 了 求 出 对 应 的 特征 向 量 u, 和 ww,， 需 要 解 下 面 的 方程 。 

[[A] -A, Z] uw, =0 [[A] -A2I] u, =0 


uil KOI 
u, = 
U12 


U2 





将 特征 向 量 记 作 








u, = 
所 以 
[ [A] -A, I] u -||: J 8. 5414| ， 1 "| 





ia me sy 区 
3u,, -2.5414u 
[ [A] -a, I] w= |; e 2. 4586] | es 
0 Uz 
2. 5414u +3u2 
“lhe aa pea i 





采用 末 值 归 一 表示 特征 向 量 





ua 


Uy =l w=1 


整理 得 到 


u; 三 





-1.1805 0. 84713 
1.0 | Aa | 
例 S33 文 ”特征 值 元 素 比 的 唯一 性 
为 了 证 明 特 征 值 元 素 比 的 唯一 性 ， 下 面 考察 例 532 中 的 特征 值 
Sng -3.5414u 
的 E ial 
2. 5414151 + 3 
: be +3. a 
HEAL unun TAA (13.171) 1H u, 的 第 一 行 求 册 





























(13. 


Tike, F 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


(13. 


162) 





163) 


164) 


165) 


166) 


167) 


168) 


169) 


170) 


171) 


172) 
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a 2 92294949 (13. 173) 
uo 3.54147" i 

或 者 从 ui 的 第 二 行 求 出 
Hil, P4146 eas (13. 174) 
U12 3 





验证 其 唯一 性 。 
也 可 以 从 式 (13.172) P u, 的 第 一 行 或 第 二 行 求 出 比值 wi /uzs 来 验证 其 唯一 性 。 
1 a: E E a 

Uy 2.5414 3 

例 S34 文 ”自由 系统 的 特性 

自由 系统 有 两 个 特性 : 固有 频率 及 振 型 。 

一 个 nn 自由 度 振动 系统 有 n 个 固有 频率 w; Mn ARE u, HAMR w; 是 系统 共振 区 的 
中 心 ， 特 征 向 量 u, 表示 在 共振 频率 o 下 系统 不 同位 置物 体 的 相对 振动 。 每 种 振 型 u, 的 最 
高 元 素 ， 表 示 系 统 中 振动 频率 最 接近 w; 的 位 置 或 分 量 。 

例 S3S 文 ”自由 系统 的 重要 性 

自由 系统 的 响应 是 系统 其 他 所 有 响应 的 中 心 ， 当 系统 存在 阻尼 时 ， 其 响应 的 边界 是 系统 
的 自由 无 阻尼 解 。 当 存在 作用 力 函 数 时 ， 自 由 系统 的 固有 频率 表示 共振 区 ， 在 该 区 域 ， 如 果 
固有 频率 与 作用 力 函 数 的 激励 频率 匹配 ， 则 响应 的 振幅 将 变 为 无 穷 大 。 

i) S536 文 “分离 常数 o 的 符号 

x (13.147) 的 左边 和 右边 都 应 该 等 于 一 个 常数 ， 和 常数 的 符号 由 物理 条 件 决 定 。 自 由 
无 阻尼 振动 系统 是 守恒 系统 ， 含 有 稳定 的 机 械 能 ， 所 以 在 一 时 ， 振 幅 应 为 有 限 值 。 如 果 
常数 是 正 数 ， 则 响应 是 固定 振幅 的 简 谐 曲 线 。 如 果 常 数 是 负数 ， 则 响应 是 振幅 成 指数 增长 的 
双 曲 线 。 

例 S37 文 ”四 分 之 一 车 辆 的 固有 频率 和 振 型 

图 13. 8 所 示 是 一 个 四 分 之 一 车 辆 模型 ， 模 型 由 实体 质量 
ms。 和 mu 组 成 ，m。 和 mu 分 别 表 示 筑 载 质量 和 非 簧 载 质量 。 
得 载 质 量 m, 表示 1/4 车 辆 车 号 的 质量 ， 非 簧 载 质 量 mMm, 表示 
车 辆 的 一 个 车 轮 。 刚 度 为 皮 的 弹簧 和 条 性 阻尼 系数 为 c, 的 减 
振 器 支撑 着 簧 载 质量 。 非 簧 载 质 量 m, TSE k, 和 阻尼 器 
cu 直接 与 地 面 接触 ， 弹 筑 和 阻尼 器 cv 分 别 代 表 轮 胎 的 刚 
度 和 阻尼 。 

四 分 之 一 车 辆 模型 的 控制 微分 运动 方程 为 

m, x, = —k,(*%,-%,) -c,(%,-%,) (13.176) 

















— 1. 1805 (13. 175) 























































































































ig = hy gata) Oy Cag hy) 
-k, (x-y) -ce (x-y) (13.177) 13.8 四 分 之 一 车 辆 模型 
上 述 方程 可 以 表示 成 矩阵 形式 : 
[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 178) 
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k 


S 


-k, ko +k, 


S 


—c, [x 0 


(13. 179) 


























cs + Cy kuyta y 


S 


[o , A 


为 了 求 出 四 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 和 振 型 ， 需 要 去 掉 关 于 阻尼 和 力 的 项 并 分 析 下 面 的 


























方程 。 
m, 0 Xe k; -k, Xs 
| le + | *|=0 (13. 180) 
0 mils, -k, k +k, 
设 某 车 有 如 下 参数 
m, =375kg m, =75kg 
k, =193000N/m_ k, =35000N/m (13. 181) 
车 辆 的 运动 方程 为 
375 0 35000 - 35000 ws 
ie ali J | J | =0 (13. 182) 
-35000 2.28 x10 





通过 解 特 征 方程 可 以 求 出 汽车 的 国有 频率 








> 35000 -35000 ,1375 0 
det | [k] -œ [m] ] = del | E | | 
-35000 2.28 x10 0 
ee ee -35000 | 
= det 
-35000 2. 28 x 10° -75w? 
=28125w" -8.8125 x10’ w* +6. 755 x 10° (13. 183) 
w =8. 8671rad/s ~1. 41 Hz (13. 184) 
w =55. 269rad/s ~8. 79 Hz (13. 185) 





用 式 (13. 158) 求 对 应 的 振 型 。 
[[k] -wilm] ju 
35000 -35000 375 0 11fun 
-Í| -35000 2. 28 vos] 7395 - aal wlll’ | 
-1.1105 x 10°u,, —35000u,, 
-| ~ 35000u,, - 1102. 5w, | 
[[k] -w3[m]] u, 
| | 35000 -35000 | F 8 Pe 0 J] w 
-35000 2.28 x 10° 0 75 
| 5515. 6u7, — 3500015 | 


=0 (13. 186) 











(13. 187) 
2. 221 x 10° u» —35000w1 
RE u, Mu, 首 值 归 一 表达 式 ， 得 到 下 面 的 振 型 。 
1 
= 13. 188 
me eo ( ) 
u, =| -3.1729 x10-3] (13. 189) 





所 以 四 分 之 一 汽车 的 自由 振动 为 
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x = J u;(A; sinw; t + B, cosw;t) i = 1,2 (13. 190) 
FE 
Xs 
| i = Joa, sing. 8671¢ + B; cos8. 86711) 
Xu -3. 1729 x10 ~? 
1 
-l ja sin55. 2691 + B, cos55. 269t) (13. 191) 
0. 15758 


13.4 两 轮 车 辆 模型 和 车 身 俯仰 振 型 


四 分 之 一 车 辆 模型 在 检验 和 优化 车 身 颠 艇 振 型 方面 非常 出 色 ， 但 是 ， 为 了 使 其 同时 包含 
俯仰 和 其 他 振动 类 型 ， 还 需要 对 该 车 辆 振动 模型 进行 扩展 。 图 13. 9 所 示 是 一 个 两 轮 车 辆 振 
动 模 型 ， 该 模型 包括 车 号 颠 艇 *、 车 身 俯仰 9、 车 轮 跳 动 x 和 zs 以 及 独立 的 道路 激励 y 
和 Yro 

两 轮 车 辆 振动 模型 运动 方程 为 : 























图 13.9 两 轮 车 辆 振动 模型 





mx +¢,(% -x-a Ê) te (rr +a Ê) (13. 192) 
+h, (x -—x%, -a 0) +h (x -x +a,0) =0 
1,6 - a, ¢,(% -— % -a 6) tac (x-z +a Ô) (13. 193) 
—a, kı (x -xı —a, 0) +a, k, (x -x +a0) =0 
my xı =c (x =x =a È) +k, (x =y1) (13. 194) 
-k(x -xı -a, 0) =0 
m, žy — Cy (% =x +a, 0) +k, (x =y2) (13. 195) 


-k,(x -x +a, 0) =0 
作为 提示 ， 式 中 用 到 的 参数 和 变量 的 含义 见 表 13. 1 。 
表 13.1 两 轮 车 辆 振动 模型 的 参数 



































参数 含义 
m 车 身 质 量 的 一 半 
my 前 轮 质量 
m 后 轮 质量 
x 车 身 垂 直 运动 坐标 
xy 前 轮 垂 直 运 动 坐 标 
Xp 后 轮 垂 直 运 动 坐标 
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( 续 ) 

参数 含义 

0 车 身 俯仰 运动 坐标 

Yı 道路 对 前 轮 的 激励 

Yo 道路 对 后 轮 的 激励 

L, 车 身 一 半 的 侧 向 惯性 质量 矩 

al 从 前 轴 到 质心 C 的 距离 

a, 从 后 轴 到 质心 C 的 距离 











证 明 : 图 13. 10 所 示 为 系统 的 振动 模型 ， 设 车 辆 的 车 身 为 一 个 刚性 杆 ， 杆 的 质量 为 m, 
表示 整 车 车 身 质量 的 一 半 ， 其 侧 向 质量 矩 为 败 ， 是 车 身 质量 矩 的 一 半 。 其 前 轮 和 后 轮 的 质量 
分 别 为 mw 和 ms， 轮 胎 刚度 用 参数 三 ,和 ,表示 ， 因 为 通常 后 轮胎 刚度 比 前 轮胎 大 ， 所 以 前 、 
后 车 轮 轮 胎 刚度 用 不 同 符号 代表 ， 但 是 在 简单 模型 中 ， 可 以 假设 训 , = 及 。 轮 胎 的 阻尼 比 减 
振 器 的 阻尼 小 得 多 ， 所 以 ， 为 了 便于 计算 可 以 忽略 轮胎 阻尼 。 




















图 13. 10 两 轮 车 辆 的 振动 模型 





为 了 求 出 两 轮 车 辆 振动 模型 的 运动 方程 ， 采 用 拉 格 朗 日 方法 ， 系 统 的 动能 和 势能 为 
有 = 广 mm 妆 二 mi i} tdm i +A 0 (13. 196) 


1 1 
V =z En (xi =y)" + 7 Ën (x - 92)? 


+h, Caer 0)? + hy Re S (13. 197) 
D=3e (i-i-a, Å)? t e(t hy $a 8) (13. 198) 
应 用 拉 格 关上 日 方法 








d dK 9D aV 

二 | 一 | -一 + 一 + 

dt \ðq,} 04, aq, ðq, 
得 到 运动 方程 式 (13.192) ~ 式 (13. 195 ) ， 方 程 可 以 写成 矩阵 的 形式 。 


=f, r=1,2,.…4 (13. 199) 





[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 200) 
式 中 
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x 
0 
x= (13. 201) 
x) 
x9 
m 0 0 0 
0 1 0 0 
[m] = 0 0 m 0 (13. 202) 
0 0 0 m 
Cy + Cy ay Cy = Q] C1 一 C1 =C 
Rei 2 a Cy 一 QI Cy C1 a +c, aż a, Cy =a Cy (13. 203) 
一 cl a, cl cl 0 
— C5 — Gy Cy 0 Co 
ky, +k a ky -a,k, -k - k, 
dy ky - a, ky kia? +k, as a, ky -a ky 
Lk] = -hi a, ky ki +k, 0 ene? 
-k -a k, 0 ky +k, 
0 
0 
Kan k, (13. 205) 
Y2 k, 
例 538 两 轮 车 辆 模型 的 固有 频率 和 振 型 
设 某 车 辆 的 后 部 为 重型 整体 桥 基 架 ， 前 部 为 独立 有 甚 架 ， 和 车辆 参数 如 下 
r -Og mpesa 
a = kg 1, -Hkg m? (13. 206) 
a,=1.4m a, =1.47m (13. 207) 
k; =10000N/m_ k, =13000N/m 
k, =k,, =200000N/m (13. 208 ) 
其 固有 频率 用 无 阻尼 自由 振动 运动 方程 求解 ， 系 统 的 特征 方程 为 
det[ [k] -w*[m] ] =8609 x 10° ws -1.2747 x 10% w° (13. 209) 
+2. 1708 x 10!%w* -1. 676 x 10!8w? +2. 9848 x10” 
因为 
420 0 0 0 
0 550 0 0 
[m] = (13. 210) 
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23000 5110 -10000 -13000 
5110 47692 14000 -19110 
[k] = (13.211) 
-10000 14000 210000 0 
-13000 -19110 0 213000 
而 求 出 固有 频率 。 


解 特征 方程 式 (13.209) 或 求 L4] =[m] [k] RFE, 
[A] =[m] [k] 

54.762 12.167 

9.291 86.712 


-23.810 -30.953 
25.454  =34. 745 
(13. 212) 








~ 188.68 264.15 3962. 3 0 
-171.05 -251.45 0 2802. 6 
[A AIREAN 
A, =48.91 A, =84.54 AÀ, =2807.78 A, =3965. 14 (13. 213) 
所 以 ， 两 轮 车 辆 模型 的 固有 频率 为 
@, = VA1 =6.7rad/s~1.11Hz 
w» = VA, =9. 19rad/s ~1. 46Hz 
wz = VA3 =52. 99rad/s~8. 43Hz 
w4 = VA4 =62. 96rad/s ~ 10. 02 Hz (13. 214) 
系统 振 型 的 标准 化 格式 为 
1. 000 0. 332 
-0. 254 1. 000 
u; = Uy = (13.215) 
0. 065 -0. 052 
0. 039 0. 113 
0. 0113 - 0. 00606 
-0. 0128 0. 0065 
U3 = Us = (13. 216) 
0. 00108 1. 000 
1. 000 - 0. 00052 
第 四 个 振 型 u, 中 最 大 的 元 素 在 x! 上 发 生 ， 这 表明 w4 ~ 10. 02 Hz 时 在 前 轮 上 产生 的 第 四 
个 振 型 的 振幅 最 大 ， 其 他 部 分 的 振幅 为 
U42 
© =— =0. 0065X, (13.217) 
u43 
U4) 
X=— = -0.00606X, (13. 218) 
U43 
(13.219) 


“4 -= 0. 00052X, 


X, = 
U43 


本 例 中 ， 第 一 个 振 型 的 最 大 元 素 发 生 在 * 上 ， 第 二 个 振 型 u 的 最 大 元 素 发 生 在 6 
EA m 的 最 大 元 素 发 生 在 xy 上 。 与 第 四 个 振 型 us 中 类 似 ， 可 以 获得 不 同位 置 








上 ， 第 三 个 


处 每 个 振 型 的 相对 振幅 。 
设 有 一 辆 汽车 在 颠 艇 道路 上 以 极 小 的 加 速度 开始 行驶 ， 随 着 速度 的 增加 ， 第 一 个 共振 在 
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wl=1.11Hz RAE, CE, MIREA IR PETE w =1.46Hz 时 发 生 ， 
此 时 ， 车 身 的 俯仰 振动 是 最 显著 的 振动 。 第 三 个 和 第 E 
10. 02Hz 时 发 生 ， 此 时 的 振动 分 别 与 后 车 轮 和 前 车 轮 相关 。 

对 多 自由 度 系 统 的 激励 频率 增加 时 ， 显 著 振 动 会 按照 固有 频率 和 对 应 振 型 的 顺序 从 一 个 
位 置 转换 到 为 一 个 位 置 。 当 激励 频率 正好 是 固有 频率 时 ， 振 动 的 相对 振幅 也 会 与 对 应 振 型 的 
振幅 比 精确 相似 。 如 来 激励 频率 不 等 于 固有 频率 ， 系 统 的 振动 是 所 有 振 型 的 组 合 ， 但 是 与 固 
有 频率 接近 的 振 型 所 占 的 权重 系数 较 高 。 


13.5 二 分 之 一 车 辆 模型 和 车 身 侧 倾 振 型 


在 检验 和 优化 车 喘 侧 倾 振动 时 应 用 二 分 之 一 车 辆 振动 模型 ， 一 个 二 分 之 一 车 辆 模型 如 图 
13. 11 所 示 。 该 模型 包括 车 身 颠 艇 x、 和 车身 侧 倾 p、 车 轮 跳动 x! 和 x 以 及 独立 的 道路 激励 x 
All Yro 



























































图 13. 11 二 分 之 一 车 辆 振动 模型 
二 分 之 一 车 辆 振动 模型 运动 方程 为 
mx +c(x -xı +b p) +c(x -xy -bo) 
+k(x—x, +b, op) +k(x-x, -b, ~) =0 (13. 220) 








Lptbic (%-%, +b, 9) -bc (%—%2 -by Q) 
+b, k (x—%, +b, o) -bk (x-x -bp) thao =0 (13. 221) 
m,%,-c (x —-%, +b, o) +k, (x-y) -k (x-z; +6, —) =0 (13.222) 
My Xa =c (x -xbp) +h, (x-y) =k (x-x,-b,p) =0 (13. 223) 
车 辆 前 半 部 分 和 后 半 部 分 的 二 分 之 一 车 辆 模型 会 因 悬 架 和 质量 分 布 不 同 而 不 同 ， 同 时 ， 
车 辆 的 前 、 后 部 分 也 可 能 会 采用 不 同 扭转 刚度 的 防 侧 倾 杆 。 
证 明 : 图 13. 12 所 示 是 一 个 更 为 实用 的 系统 振动 模型 。 设 车 辆 的 车 身 为 一 个 刚性 杆 ， 杆 
的 质量 为 m， 表 示 全 车 身 质量 的 前 半 部 分 质量 或 后 半 部 分 质量 。 其 纵向 质量 惯性 矩 为 1,， 是 
车 身 质量 惯性 矩 的 一 半 。 左 车 轮 和 右 车 轮 的 质量 分 别 为 m, Mm (两 个 质量 通常 相等 ) 。 轮 
胎 刚 度 用 参数 表示 ， 和 轮胎 的 阻尼 比 减 振 器 的 阻尼 小 得 多 ， 所 以 ， 为 了 便于 计算 可 以 忽略 
轮胎 阻尼 。 车 辆 的 左 、 右 车 轮 悬 架 通 常 是 对 称 的 ， 所 以 两 侧 的 阻尼 和 刚度 均 相 等 ， 设 阻尼 为 
刚度 为 £。 但 是 对 于 二 分 之 一 车 辆 模型 ， 车 辆 前 部 的 c 和 点 和 后 部 的 上 、c 和 后 并 不 
相同 。 
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图 13. 12 二 分 之 一 车 辆 振动 模型 
对 于 前 部 或 者 后 部 装 有 扭转 刚度 为 kn 的 防 侧 倾 杆 车 辆 ， 采 用 简单 模型 ， 防 侧 倾 杆 的 扭 
JE Mr 与 侧 倾角 o 成 正比 。 








My = -kge (13. 224) 
比 上 述 模型 更 准确 的 防 侧 倾 杆 作用 模型 为 
My = -ka| p- 22] (13. 225) 
w 
MARAH H DT SOR 4} 2 EMRET, ASC SHAE A E 
K= mx? + 3m itp 让 + p (13. 226) 


1 1 1 
V = ah (x Sp) +a (x2 -72) + Fh g 
+54 (x-xi +b, p)? + (x-x-b, 9) (13. 227) 
D= Fe (4-4 +b o)? +e (4 -42-b @) (13. 228) 


应 用 拉 格 明日 方法 





d 3 aK ƏD 9V_ T D 
dea gl 94 a4, 3 pte Tee at (13. 229) 
从 上 式 可 以 获得 运动 方程 式 (13.220) ~ sb (13. 223 ) ， 该 运动 方程 组 经 整理 可 以 写成 矩阵 


形式 。 





[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 230) 
式 中 
x 
pat (13. 231) 
YX1 
x9 
m 0 0 0 
0 1, 0 0 
[m] = 0:50 ee 0 (13. 232) 
0 0 0 m 
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2c cb, - cb, -cc -=c 
ete cb, -cb, cb? +cb 一 cb cb, (13.233) 
-=c -= cb; c 0 
-c cb, 0 C 
2k kb, —kb, -k -k 
ms kb, —kb, kb? +hkb +ha -kb kb, (13.234) 
-k — kb; k +k, 0 
-k kb, 0 k+k, 
0 
0 
F= Pik (13.235) 
Yo kı 
例 539 二 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 和 振 弄 
设 某 车 辆 参数 如 下 
i -H L -Ekg ee 
mı =53kg m, =53kg (13. 236) 
b =0.7m b, =0.75m (13.237) 
k =10000N/m k, =k, =200000N/m kg =ONm/rad (13.238) 
用 无 阻尼 自由 振动 运动 方程 求 该 车 辆 的 固有 频率 
[m] x+[k]x=0 (13. 239 ) 





系统 的 [m] 和 矩阵 和 [k] 矩阵 为 





420 0 0 0 
0 410 0 0 

[m] = (13. 240) 
0 0 53 0 


0 0 0 53 


20000 -500 -10000 -10000 
-500 10525 -7000 7500 

[k] = (13.241) 
-10000 -7000 210000 0 
-10000 7500 0 210000 


解 特征 方程 式 (13. 209) 或 求 L4] =[m] “'[#] 的 特征 值 获得 系统 的 固有 频率 。 
[A] =[m] [k] 
47.619 -1.1905 -23.81 -23.81 


-1.219 25.67 -17.07 18.29 

= (13. 242) 
-188.68 -132.08 3962.3 0 
-188.68 -141.51 0 3962. 3 


[A AIREAN 





A, =24.38 A, =45.39 
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A; =3963.49 A, =3964. 56 
因此 ， 该 二 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 为 
wi = VA1 =4. 93rad/s~0. 78Hz 
@ = À =6.73rad/s~1.07Hz 
w3 = VA3 =62.95rad/s~10. 02Hz 


w4 = VA4 =62. 96rad/s~10. 03Hz 
其 系统 振 型 的 标准 化 格式 为 


0. 054 1. 000 
1. 000 —0.0554 
u; = U, = 
0. 036 0. 0463 
-0. 033 0. 0502 
-0.46 x107? -0.0117 
-0.86 x107? 0.65 x107? 
z= Ua = 
1. 000 0. 923 
-0. 923 1. 000 


例 S40 ”二 分 之 一 车 辆 模型 振 型 的 对 比 


(13. 243) 


(13. 244) 


(13. 245) 


(13. 246) 


例 539 中 ， 第 一 个 振 型 ui 的 最 大 元 素 发 生 在 p 上 ， 第 二 个 振 型 u 的 最 大 元 素 发 生 在 > 
上 ,第 三 个 振 型 u 的 最 大 元 素 发 生 在 zx: 上 ， 第 四 个 振 型 u, 的 最 大 元 素 发 生 在 x, 上。 

设 有 一 辆 汽车 在 颠 艇 道路 上 以 极 小 的 加 速度 开始 行驶 ， 随 着 速度 的 增加 ， 第 一 个 共振 在 
w, ~0. 78Hz 时 发 生 ， 此 时 ， 侧 倾 振动 是 最 显著 的 振动 。 第 二 个 共振 在 w ~ 1. O7 He 时 发 生 ， 
此 时 ， 和 车身 的 颠 艇 振动 是 最 显著 的 振动 。 第 三 个 和 第 四 个 共振 分 别 在 os =10. 02Hz 和 og = 















































10. 03Hz 时 发 生 ， 此 时 的 共振 分 别 与 左 侧 车 轮 和 右 侧 车 轮 相关 。 
例 541 防 侧 倾 杆 只 影响 侧 倾 振 型 
例 539 中 ， 假 设防 侧 倾 杆 扭转 刚度 为 
kr = 10000Nm/rad 
二 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 和 振 型 应 为 
A, =44. 983 A, =49. 165 
A3 =3963. 498 A, =3964. 561 
wi = VAN =6.707rad/s~1.0674Hz 
w = /As =7.012rad/s~1. 1159Hz 
ws = VAs =62. 9563rad/s ~ 10. 0198Hz 
w4 = VA4 =62. 9647 rad/s ~ 10. 0211 Hz 











1. 000 - 0. 29488 
0. 9988 1. 000 
U, = a = 
1 0.05835 ° ` 0.01953 


0. 03725 - 0. 05038 


(13. 247) 


(13.248) 


(13.249) 


(13. 250) 


13 车 辆 振动 261 





-0. 4723 x10 7° -0.01168 
-0. 8671 x107? 0. 655 x 10 73 
u, = u, = (13.251) 
1. 000 0. 9219 
-0.922 1. 000 


将 上 述 结果 与 例 539 中 的 结果 进行 对 比 ， 可 见 防 侧 倾 杆 的 作用 仅 对 侧 倾 振 型 有 影响 ， 二 
分 之 一 车 辆 模型 需要 选用 适当 的 防 侧 倾 杆 提高 其 侧 倾 回 有 频率 。 

因为 规避 罕 幅 共振 区 较为 容易 做 到 ， 所 以 建议 尽量 选择 与 车 身 颠 艇 固有 频率 接近 的 侧 倾 
振 型 ， 以 使 车 身 颠 艇 共振 区 的 相 邻 频率 区 尽量 狭 罕 。 


13.6 ” 整 车 振动 模型 


























完整 的 车 辆 振动 模型 称 作 整 车 振动 模型 ， 该 模型 如 图 13. 13 tas, the UR x, Æ 
FMW ge, EARN O, FEH xn x x 和 x4， 以 及 独立 的 道路 激励 yy 、y” 、》3 和 Ya。 











图 13. 13 车 辆 的 整 车 振动 模型 
整 车 振动 模型 有 七 个 自由 度 ， 其 运动 方程 如 下 。 





mx+c(x —%, +b; p-a 0) +e;(x% -x -b g-a È) 
+¢,(% —%, +b, p+a,0) +¢,(% -x%, +b, pt+a, 6) 
+ki(x -x +b, p-a, 0) +ki(x -x —b, ¢ -a 0) 
+k, (x -x -bi g +a, 0) +k,(x-x4+b, ¢ +a, 0) =0 (13.252) 
I, +b, cr (x-xi +b, g-a, ĝ) -bc (x-x -bp-a0) 
-bi c, (x-x3-bip+a, ĝ) +b,c, (x -—x4+b, 9 t+a, 8) 
+b, kr (x -xı +b) p-a; 0) -b ky (x -x -b g -a 0) 
-bi k, (x-x3 -b ¢+a,0) +b, k, (x-x, +b, p+a, 0) 


Xi — X2 -0 


Fis (13. 253) 
w 





g- 





I, 6-4 cr (x -x1 +b) p-a, 0) -acp (x -x3 -b, p-a 8) 
+a, c, (x -x3 -bi p+a,0) tac, (x —x4 +b, 9 +a, 0) 
-ap (x -xı +b) p-a, 0) -a ky (x -x -b ¢ -a 0) 
+a, k, (x-x, -bı p+a, 0) +a, k, (x-x4, +b, p+a, 0) =0 (13. 254) 
mixy -cr (% —% +b, p-a, 8) -ki (x -x +b, p-a; 0) -| m 
w 





| +4, (a -n) =0 


(13. 255) 
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me x -cp -x -b Q - a, 0) -k(x -x -b> ¢ -a1 0) + 
ht [o- Ay Xo, 





+k, (x2 =y2) =0 (13. 256) 
m, x3 =C, T” 一 
k, (x -x3 -b p+a,0) +k, (43-93) =0 (13. 257) 
m, %4 =G, (x-x4+b g +a, 0) - 
k, (x -x4 +b, g +a, 0) +k, (x4 -y4) =0 (13.258) 





WEAR: 图 13.14 所 示 是 一 个 系统 振动 模型 。 设 车 辆 的 车 身 为 一 个 刚性 厚 板 ， 该 厚 板 的 质 
量 为 m， 表 示 全 和 车 喘 质量 。 其 纵向 质量 惯性 算 为 1, ， 侧 向 质量 惯性 矩 为 /,， 这 里 的 质量 惯性 
和 矩 仅 是 车 身 的 质量 惯性 矩 ， 而 不 是 整 车 的 质量 惯性 矩 。 各 车 轮 的 质量 分 别 为 m 
m4， 通 常 四 个 车 轮 质 量 有 如 下 关系 : 








号 My 、 m3 和 


mM =m, = Me 









(13. 259) 
m, =m, =m, (13. 260) 
xX 
b> 
i Mikail 
re e 
= 9 
= <i k ke i 
— ‘r cr es = > 
[mT / kri = 一 = kr > E X4 
= => xl e+ a 0 -5 
i = 21 = ara 
三 ) [my se e SE 
一 = => 
f => Y, SS 
a 


图 13. 14 车 辆 振动 的 整 车 模型 





前 轮 轮胎 和 后 轮 轮 胎 的 刚度 分 别 用 k 和 雄 表 示 ， 因 为 轮胎 的 阻尼 比 减 振 器 的 阻尼 小 和 
多 ， 所 以 ,为 了 便于 计算 忽略 轮胎 阻尼 。 
车 辆 前 部 悬 架 的 刚度 和 阻尼 分 别 为 扬 和 cz， 后 部 悬 架 的 刚度 和 阻尼 分 别 为 友和 cs。 一 


AF SAAME, PEM ASHE ABE ASS. ARABI Aa AR 


都 可 以 装配 防 侧 倾 秆 ， 各 自 的 扭转 刚度 分 别 为 kx A kgo EARR R, AT TA Mk 
与 侧 倾角 成 正比 。 





My = -(kr+hkr)p= -kge (13. 261) 
比 上 述 模型 更 准确 的 防 侧 倾 杆 作用 模型 为 


Mp = -ie 于 也 | (13. 262 ) 


在 前 部 安装 有 防 侧 倾 杆 ， 这 种 车 辆 的 防 侧 倾 杆 力矩 模型 简化 为 


nauk doat =") (13. 263) 








多 数 车 辆 只 
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EIRP kp 和 w 来自 
w,=w=b, +b, (13. 264) 
kp = ER (13. 265 ) 
用 拉 格 朗 日 方法 求 整 车 振动 模型 的 运动 方程 ， 系 统 的 动能 和 势能 分 别 为 


1-5 1, .> 1, a 
K =—mx tal. 9 +71, 8 





2 
+m, (42 + 22) +m, (42 +42) (13. 266) 


1 1 
Vas k(x -x1 +b, p-a; 0)? tgk -x -by p -a 6)” 


+k, (x -x -bi p +a, 6) +h, x -x4 +b) p +a, 0)? 














1 %,—-%\r 1 1 
thn 252) 4 Dh + 12)” 
1 1 
HTE — 93)? + oh, (44 ya) (13. 267) 
D =e; (4-4, +b, o-a 6)? ther (i -izb 0-a 6)? 
tLe, EEE T 
tLe, E E ETE (13. 268) 
应 用 拉 格 朗 日 方法 
ok 
ea ak oP a ay (ig (13. 269) 
dt\aq, ðq, aq, ðq, 
即 可 得 出 运动 方程 式 (13.252) ~ 式 (13.258). 
运动 方程 组 经 整理 可 以 写成 矩阵 形式 
[m] x+[c] x+[k]x=F (13. 270) 
式 中 
x=[x op 0 x x x3 %4]' (13.271) 
m 0 0 0 0 0 0 
0 7 0 0 0 0 
0 0 4 0 0 0 0 
[m]= 9 0 O0 m 0 0 0 (13. 272) 
0 0 0 0 m 0 0 
0 0 0 Om 0 
0 0 0 O m 
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C11 C12 C13 magi af 7 Cy 7c 
C21 C22 C23 -bice bc bye, -b,c 
C34 C39 C33 acr aCe -ac ac 
[ce] = -cr -bic ayes cf 0 0 0 
—cr by cf a, cf 0 cf 0 0 
-c, bic — ay ¢, 0 0 C, 0 
-c -bG a C, 0 0 0 C, 
Cy, = 2c, +2c, 
Coy = Cy = by ct — by ce -bi c +b ce, 
C3, = C3 =2a, c, —2a, Cy 
Ca = OF cr +05 cr +b? ce + ce, 
C32 = C93 = Gy by cp — a, by Cp -a bi c, + ay ba c, 
C33 = 2c, ai +2c, as 
二 
kz ky kzz ing igs bi k, -b, k 
kes) iz k33 ay kr ay kr -a k, -a k, 
[k] = -ki ky a, ky Kan kp/w 0 0 
—kr ksz a, kr — kr/w kss 0 0 
-k bik a k, 0 0 k, +k, 0 
-k, -b k, -a k, 0 0 0 k, tk, 
ky, =2k; +2k, 


kz =k =b; ke — by hy -bi k, +b k, 

ky, =k, =2a, k, -2a; ky 

hog =kg +b? ky +03 kp +b? k, +b k, 

k32 = hing =a; by kp- a; bı keg -az bi k, +a, by k, 


1 
ky = hing = —b, kp -— kg 

w 
hakr bikri ek 
5 
ky, =2kr a? +2k, a2 


1 
k44 =k, +k, Eog kp 
w 


1 
kss = kş +k,, Eog kp 
w 


F=(0 0 0 y k, Ya ky, Y3 fy, Ya k, l" 


例 542 整 车 模型 的 





设 茶 车 辆 参数 如 下 


回 有 频率 和 振 型 


(13. 273) 


(13. 274) 


(13. 275) 


(13. 276) 


(13.277) 


(13.278) 


(13.279) 
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m=840kg mr=53kg m,=76kg 


1, =820kg m? 1,=1100kg m° (13. 280) 
a,=1.4m a,=1.47m 
bi =0.7m b, =0. 75m (13. 281) 
kr =10000N/m k, = 13000N/m 
k, =k, =200000N/m kr =10000N m/rad (13. 282) 


用 矩阵 [A] =[m] [有 解 相 关 特 征 值 和 特征 向 量 问题 ,获得 如 下 整 车 模型 的 固有 频率 和 
振 型 。 








wi =0.989Hz w, =1.113Hz w, =1.464Hz 
w, =8.427Hz ws =8.433Hz we =10.021Hz 


w- = 10. 245Hz (13. 283) 
0. 0177 1. 000 
1. 000 - 0. 0303 
-0. 0361 -0. 253 
u,= 0.0671 u, = 0.0633 (13. 284) 
- 0. 06297 0. 0673 
-0. 0455 0. 0403 
0. 0442 0. 0376 
J -0.989 x10-4 
0. 0424 as 
0. 822 x10 
1. 000 E 
iaa dye, ES (13. 285) 
0.0548 0. 1616 x 10 ~? 
0. 1115 1. 000 
0. 1154 一 0. 982 
-0.0112 - 0. 606 x 10 ~? 
-0. 366 x10 7° 0. 156 x10 7° 
-0. 01268 0. 655 x10 ~? 
us=  0.998x107? w= 1. 000 (13. 286) 
0. 1145 x10~? 0. 999 
0. 982 -0. 509 x 10-3 
1. 000 -0. 542 x 10 7° 
-0.725 x 10~® 
0. 841 x 107? 
0.477 x 10> 
u; = -0. 999 (13. 287) 
1 
0.75 x10-3 


-0. 805 x107? 
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各 振 型 的 直观 表示 如 图 13. 15 ~ 图 13. 21 FR, RH u, 至 wj 中 最 大 的 元 素 分 别 与 p、 
x, Os x3, xy, X1 FAx, 相对 应 ， 这 些 图 显示 了 整 车 模型 在 共振 频率 上 各 位 置 的 相对 振幅 。 


wn =0.988Hz 











图 13.15 整 车 模型 的 第 一 个 振 型 
wn=1.113Hz 

















图 13.16 ” 整 车 模型 的 第 二 个 振 型 

整 车 模型 的 固有 频率 可 以 分 为 两 类 ， 第 一 类 是 车 身 的 固有 频率 : TI EE TA 
车 身 俯 仰 ， 与 车 身 相 关 的 频率 始终 在 1Hz AA. PORES RI AR, SAR 
关 的 固有 频率 始终 在 10Hz 左右 。 


@n=1.464 Hz 
0.5 
0 r e r ~> = 
7 


1 2 3 4 5 6 












































图 13. 17 整 车 模型 的 第 三 个 振 型 





@n=8.427Hz 














到 13.18 ” 整 车 模型 的 第 四 个 振 型 


1] wn=8.433Hz 
0.5 
0 


] 1 2 3 5 6 7 




















图 13. 19” 整 车 模型 的 第 五 个 振 型 
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1 2 3 4 5 





Al 13.20 整 车 模型 的 第 六 个 振 型 








1 | w=10.245Hz 


wn =10.021Hz 
0.54 
0 








图 13.21 整 车 模型 的 第 七 个 振 型 








本 例 中 ， 假 设 汽车 的 前 、 后 悬 架 为 独立 悬 架 ， 因 此 各 车 轮 只 有 垂直 方向 的 位 移 。 在 菜 些 





采用 整体 桥 非 独立 悬 架 的 车 辆 中 ,， 左 、 右 侧 车 轮 在 侧 倾 和 其 艇 运动 时 作为 一 个 整体 运动 ， 所 

















以 ,为 了 表示 整体 桥 的 十 艇 和 侧 倾 运动 ， 应 该 用 能 量 和 运动 方程 进行 修正 。 











13.7 “小 结 





车 辆 是 相互 连接 的 多 体 动力 学 系统 ， 所 以 其 振动 模型 也 包含 多 自由 度 系统 。 多 自由 度 系 
统 的 振动 性 能 与 其 固有 频率 和 振 型 强烈 相关 ， 这 些 特 性 可 以 通过 求解 特征 值 和 特征 向 量 


确定 。 


最 实用 的 车 辆 振动 模型 ， 按 照 从 最 简单 到 复杂 的 顺序 依次 为 : 八 分 之 一 车 辆 模型 、 四 分 
之 一 车 辆 模型 、 两 轮 车 辆 模型 、 二 分 之 一 车 辆 模型 和 整 车 车 辆 模型 。 
如 来 多 自由 度 系 统 的 质量 、 刚 度 和 阻尼 算 阵 为 对 称 和 矩阵 ， 则 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 会 





得 到 简化 。 有 了 对 称 系 数 矩 阵 ， 就 可 以 用 积 定 义 系统 的 动能 、 





日 方法 推导 运动 方程 。 

13.8 主要 符号 

a, x 加 速度 

a 从 质心 到 前 轴 的 距离 [e] 
a> 从 质心 到 后 轴 的 距离 [e] 
[a], [A] 系数 矩阵 C 
[A] =[m] [E] 特征 方程 的 系数 矩阵 D 
by 从 质心 到 左 车 轮 的 距离 e 

b> 从 质心 到 右 车 轮 的 距离 E 

c 阻尼 f, F 
Cog 等 效 阻 尼 f= IT 
Cj 阻尼 矩阵 [c] 中 的 第 ; 行 ， 大 





势能 和 耗 散 函 数 ， 并 用 拉 格 朗 


第 j 列 元 素 
阻尼 矩阵 
ELIE A H 
质 必 
FEMURA 
E 

机 械 能 
ENEJ 

循环 周期 
阻尼 力 
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fi af ie H t 时 间 
F fie f =F sinoat 的 振幅 T 周期 
F., Q 广义 力 i 第 i 个 振 型 的 第 j 个 元 素 
g 重力 加 速度 振 型 ， 特 征 向 量 
Go, Gi, & 频率 响应 的 振幅 第 i 个 特征 向 量 
I 质量 惯性 矩 v, v, x, X 速度 
I 单位 矩阵 V 势能 
k 刚度 系数 w 轮 距 
bs 有 效 刚 度 系数 A 绝对 位 移 
hy 刚度 矩阵 中 的 第 i 行 , 第 x * 的 稳 态 振幅 

J 列 元 素 y 基 座 激励 位 移 
kp 防 侧 倾 杆 扭转 刚度 Y y 的 稳 态 振幅 
[k] 刚度 矩阵 z 相对 位 移 
[k] 对 称 刚度 矩阵 z z 的 稳 态 振幅 
K 动能 Z; 短 符号 表示 法 参数 
l 长 度 6 变形 
l HRE c 
m 质量 Oh in nee 
m, 偏心 质量 A 特征 值 
mi 质量 矩阵 中 的 第 i 行 , 第 a; 第 i 个 特征 值 

J 列 元 素 w =27f 角 频 率 
m, 簧 载 质量 wn 固有 频率 
m, ERRE E wi 第 i 个 固有 频率 
[m] 质量 矩阵 下 标 ， 
[m] 对 称 质 量 和 矩阵 d driver, ZA 
n 自由 度数 f front， 前 
Pp 动量 r rear, Jaq 
qi, Q; 广义 力 S spung mass, SEAN E 
r= 0/0, 频率 比 u unspung mass, JE% 4k Ji 
r, R 半径 量 
S R 

习 题 


1. 多 自由 度 系统 的 运动 方程 
图 13. 22 所 示 为 一 个 二 自由 度 振动 系统 。 
(a) WRK, VAID 函数 。 


(b) 试用 拉 格 朗 日 方法 求 其 运动 方程 。 
(c) x HRERS E K, VAD 函数 。 
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(d) 求 系统 的 固有 频率 和 振 型 。 

2. 绝 对 位 置 坐标 和 相对 位 置 坐标 

图 13. 23 所 示 是 两 个 相同 的 双 摆 ， 用 绝对 坐标 
0, 和 6, 表示 左边 双 摆 的 运动 ， 再 用 绝对 坐标 % 和 
相对 坐标 & 表示 右边 双 摆 的 运动 。 

(a) 求 双 摆 的 绝对 坐标 运动 方程 。 

(b) 求 双 摆 的 相对 坐标 运动 方程 

(o) 比较 二 者 的 质量 矩阵 和 刚度 矩阵 。 

(d) 假设 0, 和 非常 小 ， 试 对 两 组 运动 方程 
线性 化 。 

(e) 用 矩阵 形式 重新 写 出 运动 方程 。 

O 两 个 系统 中 的 质量 和 刚度 是 否 相等 ? 如 果 。 图 1 22 AANER 
两 者 不 相等 ， 解 释 原因 。 

















图 13.23 ”用 绝对 坐标 和 相对 坐标 表示 的 两 个 相同 的 双 摆 








3. 八 分 之 一 车 辆 模型 
考虑 与 基 座 激励 的 单 自由 度 系统 相似 的 八 分 之 一 车 辆 模型 ， 试 求 其 固有 频率 
o, 和 有 阻尼 时 的 固有 频率 wu。 参 数 如 下 
m=1245kg k=60000N/m_ c=2400N s/m 
4. 四 分 之 一 车 辆 模型 
设 某 汽车 的 参数 如 下 








m, =1085/4kg m, =40kg 
k, =10000N/m k, =150000N/m 
c, =800N s/m 

用 四 分 之 一 车 辆 模型 求 汽车 的 固有 频率 和 振 型 。 

5. 两 轮 车 辆 模型 

设 某 汽车 的 参数 如 下 

m =1085/2kg J, =1100kg m? 
mı =40kg m, =40kg 
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al =1.4m a,=1.47m 

kı =10000N/m k, = = 150000N/m 
试用 两 轮 车 辆 模型 求 下 面 情况 下 汽车 的 固有 频率 和 振 型 。 
(a)k, =8000N/m 
(b)k, = 10000N/m 
(ce) k, =12000N/m. 
(d) 比较 不 同 k/k BR YY EA LR , HRZ K OTT RIBE FEXR IRA A 2 o 
6. 二 分 之 一 车 辆 模型 
设 某 汽 车 的 参数 如 下 





m=1085/2kg 1, =820kg m? 
mı =40kg m, =40kg 
b =0.7m b, =0.75m 
kı =10000N/m k, =k,, =150000N/m 

试用 二 分 之 一 车 辆 模型 求 下 面 情况 下 汽车 的 固有 频率 和 振 型 。 
(a)kp =0 
(b) kp = 10000Nm/rad 
(c) kp =50000Nm/ rad. 
(d) 比较 不 同 kk 时 固有 频率 ,并 求 出 增加 侧 倾 刚度 对 侧 倾 振 型 的 影响 。 
(e) WR kr ,使 侧 倾 固有 频率 等 于 颠 艇 固有 频率 ,并 确定 ke 下 二 分 之 一 车 辆 的 振 型 。 
7. 整 车 模型 
设 某 汽 车 参数 如 下 


























m=1085kg m,;=40kg m, =40kg 
1, =820kg m? I, =1100kg m? 
a,=1.4m a,=1.47m 
b =0.7m b, =0.75m 
kr =10000N/m k, =10000N/m 
k, =k, =150000N/m kr =20000N m/rad 
试用 整 车 模型 
(a) 确 定 固 有 频率 和 振 型 。 
(b) 调 整 ,使 侧 倾 振 型 和 俯仰 振 型 的 频率 尽量 相近 。 
(EEEH ke 下 , 求 汽车 的 振 型 。 


14 aR tl 








本 章 主 要 研究 一 种 线性 单 自 由 度 基 座 激励 减 振 系 统 , 如 最 简单 的 车 辆 减 振 咒 和 悬 架 模型 。 
基于 均 方 根 (RMS) 优化 方法 ,提出 一 种 设计 图 方法 ,通过 确定 最 优 的 减 振 器 和 弹簧 来 获得 最 
佳 的 减 振 性 能 和 平顺 性 。 


14.1 数学 模型 


图 14. 1 所 示 的 是 一 个 单 自由 度 的 基 座 激励 线性 振动 系统 。 用 它 可 以 代表 车 辆 的 垂直 振 
动 模型 。 

将 四 分 之 一 的 车 身 质量 建 模 为 一 刚性 质量 抉 m, HR 
表示 簧 载 质 量 ; 用 刚度 系数 为 上 的 弹簧 和 阻尼 系数 为 e 的 
减 振 器 承载 簧 载 质 量 ,这 一 模型 代表 了 和 车辆 的 主要 悬 架 机 
构 。 悬 架 机 构 的 参数 上 和 *。 等 效 于 在 车 轮 中 心 测量 的 车 轮 
的 刚度 和 阻尼 。 因 为 忽略 了 车 轮 的 质量 和 轮胎 的 刚度 ,这 
一 模型 又 被 称 为 八 分 之 一 车 辆 模型 。 





























系统 的 运动 方程 为 
mx +c% + hr =cy +ky (14.1) | l 
可 转化 为 图 14. 1 ”一 基 座 激励 线性 悬 架 系统 
mz+cz +kz= -my (14. 2) 
使 用 相对 位 移 变量 = 
ae (14.3) 





变量 * 是 车 身 的 绝对 位 移 ，y 是 地 面 的 绝对 位 移 。 
运动 方程 式 (14.1) MA 〈14.2) ， 通 过 三 个 参数 (m, c, k) 可 转化 为 以 下 方程 : 





x +2éw, X +wx =2éw, y tory (14. 4) 
z+2éw, Z +w2z= -y (14. 5) 
代入 固有 频率 on, 和 阻尼 比 E 
= — 14.6 
é a (14. 6) 


o, = [= =20, (14.7) 
证 明 : 系统 的 动能 、 势 能 和 耗 散 函数 分 别 是 
mi (14.8) 








V= -y)? (14.9) 
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Datel k Sy Vr (14. 10) 
采用 拉 格 朗 日 方法 
afa) -要 of ta E =0 (14.11) 
得 到 运动 方程 
© (mx) tel -7) +kla-y) =0 (14. 12) 
可 以 转化 为 式 (14.1) 。 引 入 相对 位 置 变量 ，z =x -y， 得 到 
z=% =y (14. 13) 
z=X— y (14.14) 
将 式 〈14. 12) BH 
m$ G47) +03 +kz =0 (14. 15) 


其 等 价 于 式 (14.2)。 
用 式 (14.6) 和 式 (14.7) 分 别 消 掉 式 (14.1) 和 式 (14.2) 中 的 mm， 分 别 得 到 等 价 
的 式 (14.4) Ast (14.5)。 
例 543 车 辆 前 部 和 后 部 的 不 同 模型 
假设 一 车 辆 参数 如 下 : 
整 车 质量 =1500kg 车 轮 质量 =50kg (14. 16) 
F =3941. 78N F; =3415. 6N (14. 17) 
F, AP AASEN, ACI ESR. ATEN, 1/8 振动 模型 的 质量 m 为 








Be 
m Gee (1500 -4 x 50) 


21 22 


= 696. 49kg (14. 18) 





对 于 车 辆 后 部 ， 质 量 普 为 





F, 
m “Far (1500 -4 x50) 
= 603. 51kg (14. 19) 
例 544 倾斜 弹 得 
如 图 14. 2a 所 示 ， 是 一 个 弹 和 锡 与 质量 块 平移 轴线 有 夹 角 a WAE - 质量 系统 。 可 用 一 个 
刚度 系数 为 k.， 在 质量 块 平移 轴线 上 运动 的 等 效 弹 和 钼 来 代替 这 一 倾斜 弹 先 ， 如 图 14. 2b 
所 示 。 











F, 4 kcos a (14. 20) 

当 质 量 块 m 进行 如 图 14. 3a 所 示 的 运动 时 ， 其 自由 刚体 运动 如 图 14. 3b 所 示 。 假 如 质量 

HE m 的 运动 距离 非常 小 ，x <<1， 如 图 14.3c 所 示 ， 可 以 忽略 角 a 的 变化 ， 则 弹 得 的 伸 长 
量 为 








6~xcos a (14.21) 
EES EY RSET 
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a) b) 














图 14.2 ”倾斜 弹簧 及 其 等 效 刚度 














Si, = kô = kxcos a (14. 22) 
AY DOR HSE BOY TE « 轴 上 ， 获 得 作用 在 质量 块 m E, 沿 * 轴 的 分 量 / 为 
Sr =fr eos a 
= (k co? a) x (14. 23) 


倾斜 弹 得 可 以 被 一 个 刚度 系数 为 k.。， 在 * 轴 上 运动 的 等 效 弹 簧 来 代 奉 ， 在 质量 块 运动 
时 两 者 需要 相同 的 作用 力 太 和 弹簧 伸 长 量 。 
Fie = hog % keq =~ kcos”a (14.24) 





c) 





图 14. 3 ”一 个 弹簧 与 质量 块 平 移 轴线 有 夹 角 a EY PSE AE 

例 545 ”对 倾斜 弹 自 的 另 一 种 证 明 

如 图 14. 3a 所 示 ， 弹 得 与 质量 块 运动 方向 有 夹 角 a， 当 质量 块 平移 距离 为 x WY, ER 
伸 长 量 是 
































6 一 Xcos a (14. 25) 
此 时 ， 弹 簧 的 势能 ， 
V= Lre =+(k cosa) x? (14.26) 
BIREW keq AI ERGA ETEA E E SETA x 上 必须 获得 相同 的 势能 。 
V= Trad (14.27) 
式 中 的 等 效 刚度 为 
keg = kco a (14. 28) 


例 546 代位 弹 得 
图 14. 4a 所 示 的 是 一 质量 块 m 连接 在 一 长 度 为 5 的 无 质量 连 杆 项 端 ， 连 杆 的 为 一 端 锐 接 
在 墙 上 ,一 刚度 为 的 弹 自 与 连 杆 相连 接 ， 连 接点 距 匀 接 点 的 距离 为 a。 
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a) b) 














图 14.4 ”一 质量 块 m 连接 在 一 长 度 为 5 的 无 质量 连 杆 顶端 
当 质 量 块 的 振动 范围 为 x <<1 IY, SHAS At 8 为 


6~ x (14. 29) 
b 
可 用 图 14. 4b 所 示 的 一 个 平 动 的 弹簧 - 质量 系统 来 代替 上 一 系统 。 这 个 新 系统 具有 相同 


的 质量 和 等 效 弹 簧 刚度 ke 





ja 














a(t} (14. 30) 
当 质 量 块 移动 时 ， AL A 
Vs kq? = La? = s+“ x) = Las e (14.31) 


例 547 E es 
图 14. 5 TAS AE a I ELAS AL OR AR BE 











b) 
图 14.5 eI MR AG oN AR BE 
假设 轮胎 是 刚性 的 ， 则 和 车轮 中 心 具 有 相同 的 运动 Y; 进一步 假设 车 轮 和 和 车身 只 在 垂直 方 
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向 上 运动 。 

为 了 获得 1/8 振动 模型 的 等 效 参数 , 设 m 等 于 1/4 车 身 质量 。 弹 簧 有 和 阻尼 器 。 与 车 轮 
运动 方向 的 夹 角 为 a， 与 车 轮 中 心 的 距离 为 了 -a， 所 以 ， 等 效 弹 筑 刚度 和 4 和 阻尼 系数 cq 分 
别 为 








hog =h | cos a) Cay =ef feos a) (14. 32) 
例如 ， 假 设 按照 优化 结果 确定 了 如 下 的 刚度 和 阻尼 系数 : 
kg =9869.6N/m ceq =87. 965N s/m (14. 33) 
在 以 下 参数 情况 下 
a=19cm b=32cm w=27。 (14.34) 
Be RAY k A c 为 
k=28489N/m c =253. 9N s/m (14.35) 


例 548 起 伏 路 和 激 振 频率 
图 14. 6 所 示 的 是 一 个 1/8 车 辆 模型 以 速度 v 在 一 起 伏 波长 度 为 di, ERAEN do 的 路 
面 上 行驶 。 假 设 刚性 轮胎 的 半径 相对 路 面 的 起 伏 而 言 非常 小 ， 则 可 以 把 y 视 为 路 面 的 起 伏 。 


个 
































通过 长 度 di 所 需 的 时 间 就 是 地 面 激励 的 周期 
ree (14. 36) 


可 进一步 获得 激励 的 频率 


2m 2w 
w = 了 = 了 (14. 37 ) 
因此 ， 激 励 y = 了 sin ot 等 于 
dy . nv 
Yl a t (14.38) 


例 549 减 振甫 的 功用 
减 振 器 的 作用 是 同时 在 时 间 和 频 域 内 ， 降 低 从 振动 源 向 设备 传递 振动 的 幅度 ， 或 减 小 设 
备 对 其 基 座 的 作用 力 。 
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用 最 简化 的 方法 对 悬 架 机 构 进行 分 析 时 ， 将 参数 肥大 和 。 均 设 为 定 值 ， 并 且 不 受 激 振 
频率 和 基 座 性 能 的 影响 。 这 一 假设 相当 于 认为 存在 一 个 刚性 无 限 大 的 巨型 基 座 。 对 于 橡胶 支 
座 ， 随 着 激励 频率 增 大 ， 阻 尼 系 数 会 减 小 ， 刚 度 系数 会 增 大 。 此 外 ， 在 高 频 情况 下 ， 无 论 是 
发 动机 还 是 车 身 都 不 能 够 假设 成 为 一 个 刚性 无 限 大 的 刚体 。 

14.2 频率 响应 


1/8 车 辆 模型 的 最 重要 的 频率 响应 ， 如 图 14. 1 所 示 ， 分 别 为 绝对 位 移 co 、 相 对 位 移 5， 
和 绝对 加 速度 Cp 。 















































(1 =r)" +(2é) 
S = ae a (14. 40) 
YI M0 =?) + (26)? 
G = o = ; : o (14.41) 
式 中 
ro ie w= f= (14. 42) 
WERA: 应 用 简 谐 激励 
y =Y sinwt (14.43) 
将 式 (14.5) 简化 成 为 
z +2€w, Z +ao2z=o2 了 sinwt (14. 44) 
则 可 以 考虑 一 个 简 谐 解 如 下 
z = Á, sinwt + B} coswt (14. 45) 
代入 运动 方程 得 到 
- A; w sinwt - B} w coswt +2éw, (A3 w coswt — By w sinwt) (14. 46) 


+w? (A, sinwt + By coswt) =w Y sinwt 
利用 一 组 方程 计算 A, 和 B3 
2 


2 
w -w -2éww, 
2 2 











Ane nay 


式 (14.47) 的 第 一 行 是 sinwt 在 式 (14.46) 中 的 平衡 系数 ， 第 二 行 是 coswt 的 平衡 系 
数 。 因 此 ， 系 数 43 AB; 可 以 等 于 


2éww, Wy Tw 











-1 














H | o-o -2éww, | a 
B; s 2éww, o -w 0 
eee) 
7 wo -wi Yoo? 
42 ww +0! 20 w +0, 
= > (14.48) 
Eww, Yeo? 


SARTA 4 ee) 4 
4€ w wi, to -20° wi, +o, 


n 
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利用 + 和 &， 可 将 方程 简化 为 




















1 -r 9) y 
A age ee 
ee gales 
B; -2ér ry 
(1 -7 )? + (2ér)? 
相对 位 移 的 幅 值 Z 则 等 于 
Z = VA +B; 
= y (14. 50) 
(1 -r )? + (2ér)? 
在 式 (14.40) "AS, = 1X/Yl。 
为 了 获得 绝对 频率 响应 Co， 可 以 假设 
x =A, sinwt + B, coswt 
=X sin(at - 9, ) (14.51) 
代入 得 到 
Z=u-y¥ (14. 52) 
A; sinwt + B} coswt =A, sinwt + B, coswt — Ysinwt (14. 53) 
且 
A, =A; +Y (14. 54) 
B, =B; (14. 55) 
绝对 位 移 的 幅 值 等 于 
X =,/A3 + BB 
= (A +Y)? +B,” 
ey (14. 56) 








(Dar)? + (2 后) 
在 式 (14.39) 中 Co =1X/Y1, 
绝对 加 速度 的 频率 响应 为 
x= -Xo sin(wt —g,) = —X sin(wt -¢,) (14. 57) 
可 通过 式 (14.51) 的 位 移 频率 响应 函数 的 二 次 微分 获得 。 如 果 用 欧 来 表示 绝对 加 速度 
幅 值 ， 则 可 以 定义 区 为 


























总 二 = v1 + 60) (14.58) 
reat (1 -7 ) + (2ér) 


在 式 (14.41) 中 G6,=|X/(w2Y 了 1。 
例 550 求 绝对 运动 X 的 重要 方法 
为 了 获得 绝对 频率 响应 co， 将 
y =Y sinwt (14.59) 
All 


x =A), sinwt + B, coswt (14. 60) 
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代入 式 (14.4) 
x +2éw,% tO x =2éw, y to y (14. 61) 
Xt X = V42 + BOR AF 
—w A, sinwt -w B, coswt +2éw, w(A, coswt — B, sinwt ) 


+w (A, sinwt + B, cosat ) 




































































=2éw,, WY coswt +w, Y sinwt (14. 62) 
从 sinwt 和 coswt 的 系数 得 到 4, 和 B, 的 一 组 等 式 
wo si —2€ww,, |f Ar Yw? 
i. RE 
2éww, w7- JLB, 2Yéww,, 
其 结果 如 下 
H w-w* -2&ow， = Yor 
B L200 o-o 2Yéww, 
=(@" 7) @ 442 w w, 
42 aw” w? +0 20 w +ow 
z 2é0w0,3 
42 W w to 20 we +0," 
(2gr)?=(1-7) y 
2 3 
ee E (14. 64) 
-2ér’ y 
(1 =) + (2ér)? 
因此 ， 绝 对 位 移 X 的 振幅 与 式 (14.56) 相同 。 
例 551 G05,+1 
可 以 从 Sy 的 结果 获得 绝对 频率 响应 Ce = 1XAY1， 频 率 响应 $, 为 
Z 
ce (14. 65) 
X 
$x$ -1*6 -1 (14.66) 
因为 ， 相 对 位 移 的 幅 值 Z 不 等 于 绝对 位 移 的 幅 值 X 减 去 路 面 激 励 的 幅 值 Y。 
ZzX-Y (14. 67) 


例 552 频率 响应 案例 
设 某 车 辆 有 如 下 给 定 的 固有 频率 方 和 阻尼 比 é: 
f, =10.2Hz &=0.08 (14. 68) 
车 辆 的 绝对 和 相对 位 移 频率 响应 如 图 14. 7 所 示 。 相 对 位 移 从 0 开始 ,到 1 结束 ; 绝对 
位 移 从 1 开始 ， 到 0 结束 。 
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f=10.2Hz 
&=0.08 


ziy 4. S=Ysin(wr) 
XIY 





/Hz 
图 14.7 车 辆 的 绝对 和 相对 位 移 频 率 响应 




















14.3 RMS 优化 


图 14. 8 为 基 座 激励 系统 悬 架 参 数 优化 设计 图 。 其 中 横 轴 是 相对 位 移 的 均 方 根 ，Sz = 
RMS(S,) ; 纵 轴 是 绝对 加 速度 的 均 方 根 ，S% = RMS( G6,)。 由 两 组 曲线 构成 了 一 个 曲面 网 格 。 
第 一 组 曲线 在 图 表 的 右 端 几乎 平行 ,代表 的 是 不 变 的 回 有 频率 及 ; 第 二 组 曲线 从 Sz =1 这 点 
开始 发 散 ， 代 表 的 是 不 变 的 阻尼 比 &。 还 有 一 条 曲线 ， 称 为 优化 设计 曲线 ,代表 的 是 最 佳 的 


CREM 














2 
WaSY 





0 01 02 03 0.4 0.5 06 0.7 08 09 1 1. 
Sz 


图 14.8 设备 悬 架 参数 优化 设计 图 
车 辆 上 安装 的 大 多 数 设备 的 固有 频率 均 在 广 =10Hz 左右 ， 而 车 辆 的 主要 固有 频率 广 = 
1Hz 左右 。 所 以 ， 可 以 用 图 14. 8 所 示 的 曲线 来 设计 受 基 座 激励 设备 的 悬 架 ， 并 用 图 14. 9 所 
示 的 放大 图 设计 车 辆 的 悬 架 。 
优化 设计 曲线 是 以 下 优化 策略 的 结果 : 
相对 Sz 的 最 小 Sx (14. 69) 
这 是 最 小 绝对 加 速度 相对 于 相对 位 移 的 变化 状态 ， 只 要 有 可 能 ， 就 可 以 对 悬 架 进行 优化 。 在 
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280 优化 设计 曲线 
260 + Sn =2-0Hz 
240 $f, =1.9Hz ———————— &=0.06 4 
220 4 f=) 8Hz 
2004 =1.7Hz 
wi f=1.6Hz z=0.05 
a 1604 pi sue 一 À BBs 
号 = /=1.4Hz 
120 anh 
$=1.3H p 
100 siea /=1.2Hz $= 0.04 
80 $7, =1.1Hz = 
1 oor 
604f =0.9Hz = > 一 一 £=0.03 4 
ME ea : F=0.02 
= &=0.01 
0 146 1464 1468 1472 1476 148 1484 1.488 
Sz 
图 14. 9 ”车 辆 悬 架 参数 优化 设计 放大 图 
数学 上 它 等 同 于 以 下 的 最 小 化 问题 : 
OSY 
= 14. 70 
aS, ( ) 
a Sy 
二 >0 (14.71) 
aS 


为 确定 最 佳 刚度 
优化 设计 曲线 相交 。 交 点 就 是 优化 有 和 后 的 Sx*， 具 有 最 好 的 减 振 性 能 。 图 14. 10 所 示 为 


Sz =1 时 的 应 用 范例 ， 结 习 


k All C 的 最 佳 值 。 


2o 
WnSY 


证 明 : 
Gy 的 RMS 分 别 为 


7000 
6500 
6000 
5500 
5000 
4500 


< 4000 


3500 
3000 
2500 
2000 
1500 
1000 

500 


0 


BE ARB k 和 阻尼 比 c, 














x] 14. 10 











定义 工作 频率 范围 0 <f<20Hz, ih 





0.1 02 03 04 0.5 06 0.7 08 09 1 
Sy 








应 用 设计 图 ， 











可 以 从 水 平 轴 上 的 一 个 $2 估计 值 开始 画 一 和 


BAR 





RAS E=0.4, fa = 102 时 悬 架 最 优 。 访 ,上 和 设备 的 质量 决定 了 


Li 1% 19 4 15 16 


AW é = 0.4 Alf, =10Hz 为 最 优 值 
盖 所 有 的 地 面 车 辆 ， 特 别 是 


道路 车 辆 ，S， 和 
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Sz = RMS(S,) (14. 72) 
Sy =RMS(G,) (14. 73) 





在 车 辆 动力 学 中 ， 通 常用 Hz 为 单位 测量 频率 ， 而 不 是 rad/s。 所 以 在 基于 周期 频率 /和 
Sn 进行 设计 计算 时 ， 采 用 单位 Hz; 基于 角 频 率 w Alo, 进行 分 析 计 算 时 ， 采 用 单位 rad/s, 














计算 在 工作 频率 范围 内 的 Sz 和 Sx。 





1 On 
407 


40T 
Sy = a= | C dw 
首先 计算 $2 和 G6, 的 积分 。 


Z 
fs dw = Zi ow - — arctan 2+ 


w 
+ 3 
Dae" fly. Degg ade, 


1 
wi |G, dw = Z; w + — Zg w° + arctan 


Zio 
3 Zi VZ12 Zi 


= arctan 一 一 一 


‘Fame Jl 


Z,=1 
Z, = [8E - 12¢4 +48 - ( -8# +82 -1)€ V1-2] 
Z, = -4(1-2) 
Z= ( -1 +28 4/12) 
Z; =o, [8€° - 12¢4 +42? - (8# -88 +1) E V/1 - 27] 
Za = Ap (IE) 
Z =0( -1 +28 -2 1-8) 
Zs =w ( -16 +8£ +1) 
Zy = 4w & 
Zio = @° (128E" — 25628 + 144¢° - 12¢4 -4¢°) 
-ao5 (12888 +1926 -644 -48 +1) a SE 
Zi11 = -42°(1 - £7) 
Zo =o, ( -1+26 +2 V1 -&) 
Zis = @° (128é'° — 256° + 144€¢° - 12¢4 - 4”) 
-ao5 (12888 -1926 +644 +48 -1) é /1L ok 
Z= -48 (1 - £7) 
Fiesty Cl Se -2¢ V1 -2) 


S; = SZ dw 














式 中 的 参数 Z ~ Zis Iau F : 
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74) 


75) 


76) 


77) 


78) 
79) 
80) 
81) 
82) 
83) 
84) 
85) 
86) 
87) 
88) 
89) 
90) 
91) 
92) 
93) 
94) 


因此 , 在 0 <f<20Hz 频率 范围 内 通过 式 (14.74) 和 式 (14.75) 解析 计算 Sx 和 Sz。 














式 (14.76) 和 式 (14.77) 表明 ，S¥ 和 5z 均 只 是 变量 w, 和 二 的 函数 。 





282 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 〈 下 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 





Sy =Sy (wn é) (14.95) 
Sz =Sz(wn é) (14.96) 
因此 ， 任 何 一 对 设计 参数 (wn, €) 确定 唯一 的 一 组 S¥ 和 Sz。 也 可 以 从 理论 上 把 w。 和 
分 别 定义 为 变量 Sy AS, 的 函数 。 
wn =, (Sy, Sz) (14. 97) 
é=él Sg, Sz) (14.98) 
所 以 ， 这 样 就 能 够 针对 特定 的 Sy AS, 值 ， 确 定 所 需要 的 w, M Eo 
利用 式 (14. 95) 和 式 (14. 96) ， 可 以 绘制 如 图 14. 11 所 示 的 曲线 来 说 明 当 和 & 变化 
时 ，Sx 相 对 Sz WARE. PRE, 为 定 值 ， 改 变 上 ， 相 对 Sz 可 获得 S% 的 最 小 值 。 由 最 小 的 点 
做 出 最 优 曲线 ， 确 定 最 优 的 f, 和 &。 采 用 优化 设计 曲线 方法 的 关键 是 调整 曲线 ， 确 定 或 估计 
一 组 $y 或 Sx 的 值 ， 并 在 设计 曲线 上 确定 相对 应 的 点 。 
em 
14000 
13000 
12000 
11000 
10000 
9000 
8000 
7000 
6000 
5000 
4000 
3000 
2000 
1000 














图 14.11 当 访 和 二 变化 时 ，SY 相 对 S 的 特性 





为 了 验证 优化 规则 式 (14. 69) ,绘制 在 不 同 EEF, w Sy/S, Sf, 相互 关系 的 曲 
线 ， 如 图 14. 12 所 示 。 结 果 表 明 , 或 有 中 的 任意 一 个 增 大 ，owx Sx¥/5z 的 值 均 增 大 。 这 相当 
于 使 悬 架 变 得 刚性 更 强 ， 将 会 导致 加 速度 的 增加 或 相对 位 移 的 减 小 。 反 之 ， 减 小 上 或 户 ，owx 
Sx%/Sz 的 值 也 会 减 小 ， 相 当 于 降低 悬 架 的 刚性 。 

如 果 要 降低 甚 架 的 刚性 、 减 小 车 身 加 速度 ， 就 需要 为 相对 位 移 留 出 更 大 的 空间 。 由 于 物 
理 空间 的 限制 ， 车 轮 的 行程 有 限 ， 在 悬 架设 计时 必须 利用 好 有 限 的 悬 架 行程 ， 并 且 要 尽 可 能 
地 减 小 车 身 加 速度 。 在 数学 上 它 等 同 于 式 (14. 70) 和 式 (14.71) 。 

例 SS3 车 轮 行程 计算 

图 14. 13a 所 示 为 一 处 于 平衡 位 置 的 双 A 辟 巧 架 机 构 。 为 了 限制 车 轮 相 对 车 身 的 运动 ， 
必须 要 安装 两 个 限 位 器 。 限 位 器 的 类 型 和 位 置 可 有 多 种 选择 。 多 数 的 限 位 器 制 成 硬 质 的 橡胶 
球状 ， 安 装 在 车 身 或 县 架 机 构 上 ， 或 者 在 两 者 上 都 安装 。 阻 尼 器 也 可 以 作为 限 位 器 使 用 ， 图 
14. 13a 所 示 就 是 一 个 这 样 的 例子 。 

5, 和 5 分 别 表 示 机 构 向 上 和 癌 下 运动 的 最 大 距离 。 但 在 计算 车 轮 的 最 大 运动 时 必须 将 
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Sy (Hz 


图 14. 12 不 同上 值 情况 下 ，ow? Sy/S, Sf, 相互 变化 关系 








b) 上 限 位 c) 下 限 位 





本 





14.13 双 A 臂 悬 架 机 构 


车 轮 中 心 考虑 在 内 ， 所 以 在 考虑 车 轮 中 心 这 一 因素 后 ,将 5, 和 561 变换 为 d， 和 di 如 下 
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b 
~, d=— 6, (14.99) 


图 14. 13b 和 图 14. 13e 所 示 为 机 构 分 别处 于 上 下 极限 位 置 。d, RA ER LITE, d 
被 称 为 车 轮 下 行程 。 车 轮 上 行程 对 车 辆 的 平顺 性 有 重要 的 影响 ， 车 轮 下 行程 对 车 辆 的 安全 性 
有 重要 的 影响 。 为 获得 更 好 的 平顺 性 ， 车 轮 上 行程 要 尽 可 能 大 一 些 ， 和 车辆 的 上 惹 架 要 尽 可 能 软 
一 些 。 
虽然 车 轮 的 上 、 下 行程 可 能 是 不 同 的 ， 但 在 实际 应 用 过 程 中 ， 可 以 假设 d, =d1， 并 基于 
一 的 车 轮 行程 来 进行 悬 架 设计 。 车 轮 行 程 又 被 称 为 悬 架 行程 、 悬 架空 间 和 悬 架 间 院 。 

例 554 HEER 

现 有 两 设备 4 和 B， 受 到 一 平均 振幅 Y= lem WBE, EAR A 的 悬 架 行程 为 du = 
1.2cm, ÆR B 的 悬 架 行程 为 dp =0.8cm。 假 设 Sz = d,AY， 则 






































Sz,=1.2 Sz,=0.8 (14. 100) 
利用 图 14. 14 所 示 的 设计 图 ， 对 A 和 B 进行 悬 架 优 化 ， 得 到 

fa, ™~8.53Hz £, ~0. 29 (14. 101) 

fa, ~10.8Hz £p ~0. 56 (14. 102) 
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图 14.14 4S, =1.2 MS, =0.8 H}, 悬 架 4 和 8B 的 比较 





假设 质量 m 为 


m = 300kg (14. 103) 
分 别 计 算出 优化 后 的 弹簧 和 阻尼 器 的 特性 参数 如 下 : 
ky = (2f,,)°m =8. 6175 x 10°N/m (14. 104) 
kg = (2af,,)°m = 13. 814 x 10°N/m (14. 105) 
c4 =2€, hy m = 9325. 7N s/m (14. 106) 
cp =2ép „/kp m =22800N s/m (14. 107) 





与 设备 A 相 比 ， 设 备 B 的 悬 架 要 更 硬 一 些 ， 这 是 因为 设备 B 的 悬 架 行程 相对 较 小 。 因 
此 ， 它 具有 更 高 的 加 速度 水 平 oz S¥。 图 14. 14 显示 出 
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w, Sy, =4700 1/s wr Sy, 一 6650 1/s* (14. 108) 
例 555 软 硬 车 辆 悬 架 
假设 4 和 B 两 车 在 平均 振幅 Y= 10cm 的 起 伏 路 面 上 行驶 ， 和 车 辆 4 的 悬 架 行程 du = 
14.772cm, Æ B 的 悬 架 行程 dp =14. 714cm, 假设 $s =d,AY， 则 
Sz, =1.4772 Sz,=1.4714 (14. 109 ) 
利用 图 14.15 所 示 的 设计 图 ， 对 车 辆 A 和 B UE RARE, FE 
fa, ™~0.7Hz é, ~0. 023 (14.110) 
Jap ™ 1. 85Hz ég=0.06 (14.111) 
假设 质量 m Fy 
m = 300kg (14. 112) 
分 别 计算 出 优化 后 的 弹簧 和 阻尼 器 的 特性 参数 如 下 : 
ky = (2af,,,)°m =5803N/m (14. 113) 
ky = (2af, ) M =40534N/m (14. 114) 
C4 =2E, ./kym =60. 7N s/m (14. 115) 
Cp =2Ep/kp m =418. 5N s/m (14.116) 
280 优化 设计 曲线 
260 JA =2.0Hz 
2404-4, =1.9Hz 2 č=0.06 3 
re N 
加 Be 
= A &=0.05 5 
ei |S 
cig Ta — &=0.04 7 
Tam a a E=0.03 
fazo. -一 
20 _ n=0.7Hz —F=0.02 4 
eee £-0.01 
0 1.46 1.464 1.468 1.472 1.476 1.48 1.484 1.488 
Sz 
图 14.15 当 Sz =1.4772 I Sz, =1.4714 时, BARA 和 B 的 比较 





这 些 是 在 车 轮 中心 处 的 等 效 阻 尼 器 和 弹 筑 。 悬 架 参 数 的 实际 值 取决 于 悬 架 机 构 的 几何 
结构 以 及 弹簧 和 阻尼 器 的 安装 位 置 等 。 因 为 万 > 所 和 cp>c4， 车 辆 有 的 悬 架 要 比 车 辆 4 的 
ARE. EHB 的 车 轮 行程 较 小 ， 因 此 也 具有 更 高 的 加 速度 水 平 wi Syo B 14. 15 显示 出 








wi Sy, ™=220 1/3 


例 556 PETERU 


wi SY ~28 1/8 


(14. 


117) 





大 多 数 民用 车 辆 的 固有 频率 等 于 或 小 于 1Hz， 具 有 良好 的 平顺 性 。 这 些 汽车 的 最 佳 悬 架 





特性 是 


人 ~1Hz <0. 028 


(14. 


118) 
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Sz~1.47644 œ, Sy, =66 1/s (14. 119) 

且 
k=(2af,)?m =4Tf m (14. 120) 
c=2é ykm =4ném ~0. 112mm (14. 121) 


k Alc 的 取 值 均 与 车 辆 的 质量 m 成 正比 。 因 此 ， 作 为 一 个 可 行 的 测算 方法 ， 可 以 通过 图 
14. 16 和 图 14. 17 MRR, KEMER. 


16000 

















5 8000 IÈ 
= 6000 
4000 k : 
2000 Á 
y =Ysin(wt) 
0 100 200 300 400 


mikg 








图 14.16 HEHA =1Hz I, OF k EN m 的 函数 进行 优化 


c/(Ns/m) 











图 14.17 当 车 辆 f=1Hz 时, 将 c 作 为 m 的 函数 进行 优化 


例如 ,一 车 辆 m=250kg 且 访 =1Hz， 优 化 后 的 上 和 * 为 
k=9869.6N/m c=87.96N s/m (14. 122) 
例 557 优化 特性 的 图 形 表示 
为 了 更 加 直观 地 观察 各 个 优化 参数 之 间 的 相互 关系 ， 可 以 在 不 同 的 坐标 系 中 绘制 优化 曲 
Zo Al 14. 18 MIRNE (Sy, Sz) 平面 上 的 优化 曲线 ; 图 14. 19 所 示 为 相对 $z 分 别 优化 后 
Wf, ME. Al 14.20 所 示 为 六 和 专 相互 之 间 的 优化 关系 ， 当 访 入 10Hz 时 优化 后 的 和 增加 组 
È, HASH 时 快速 增加 。 因 此 ， 作 为 一 个 一 般 规 律 ， 当 为 了 优化 悬 架 ， 更 换 为 刚度 更 
大 的 弹簧 之 后 ， 也 应 将 阻尼 器 更 换 为 阻尼 系数 更 大 的 阻尼 器 。 
例 558 优化 设计 曲线 的 验证 
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优化 设计 曲线 


° Yas 
as¥ 








0.4 0.6 0.8 
Sz 





Al 14.18 Æ (Sy, 52) 平面 上 的 优化 设计 曲线 


fiHz 








sh g S=Ysin(wt) 





Sn /Hz 


Aj 14.20 和 相互 之 间 的 优化 关系 


为 了 验证 优化 设计 曲线 并 将 之 与 悬 架 优化 的 实践 方法 进行 比较 ， 假 设 在 未 进行 优化 的 悬 
架 上 有 一 设备 ， 在 图 14. 21 中 显示 为 点 Pio 
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f,=10Hz = &=0.15 (14. 123) 

在 实际 对 悬 架 进行 优化 时 ， 可 以 保持 刚度 为 定 值 ， 改 变 阻 尼 器 为 相应 的 优化 值 ， 或 者 也 

可 以 保持 阻尼 系数 为 定 值 ， 改 变 刚 度 为 相应 的 优化 值 。 如 果 可 能 的 话 ， 也 可 以 选取 在 优化 曲 
线 上 的 一 点 同时 改变 刚度 和 阻尼 系数 ， 这 主要 取决 于 结构 参数 的 约束 和 要 求 。 

图 14. 21 中 的 点 P, 与 Pi 的 fi 相同 ,优化 阻尼 系数 £0.4。 点 Ps 与 Pi 的 上 相同 ， 优 

化 自然 振动 频率 户 =5Hz。 因 此 ， 对 于 未 优化 点 Pi 来 说 ，P 和 Ps 是 两 个 可 选 的 优化 设计 。 





图 14. 22 ET Pi, Pa 和 P 三 点 的 加 速度 频率 响应 G6,， 其 中 点 忆 的 加 速度 频率 响应 
最 小 。 图 14. 23 描述 了 绝对 位 移 频率 响应 Co， 图 14. 24 比较 了 Pi, Py 和 Ps 三 点 的 相对 位 


移 频率 响应 9 。 这 些 图 均 表 明 点 Po 和 Ps 的 悬 架 性 能 要 好 于 Pl Po 的 悬 架 具 有 较 高 的 加 速 
度 ， 但 是 相对 悬 架 行 程 较 小 ;Ps 的 悬 架 加 速度 较 小 ， 但 是 相对 悬 架 行 程 较 大 。 

















WaS 























S,/Hz 
图 14.22 图 14.21 所 示 点 Pl、P, 和 Ps 的 加 速度 频率 响应 C, 














例 559 在 优化 曲线 上 Sx 相对 Sz 的 灵敏 度 

因为 Sx 在 优化 曲线 上 的 取 值 最 小 ， 所 以 加 速度 均 方 根 (RMS) 相对 于 相对 位 移 均 方 根 
(RMS) 的 灵敏 度 在 优化 曲线 上 的 任意 一 点 也 是 最 小 。 因 此 ， 优 化 后 的 悬 架 对 质量 变化 的 灵 
敏 度 最 小 。 如 果 和 车辆 悬 架 对 一 名 乘客 的 情况 进行 了 优化 ， 后 因为 乘客 数量 变化 导致 车 辆 承载 
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0 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 
f\iHz 
图 14.23 图 14.21 所 示 点 Pi, Pa 和 Ps 的 绝对 位 移 频率 响应 Go 
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J=Ysin(wt) 





S,/Hz 

图 14.24 图 14. 21 IRA Pi, Pa 和 Ps 的 相对 位 移 频率 响应 S3 
质量 发 生变 化 ,那么 这 个 悬 架 也 是 接近 最 优 的 。 

例 560 优化 设计 图 应 用 

选择 相对 位 移 的 期 望 值 ( 或 者 是 最 大 绝对 加 速度 的 期 望 值 ) 作为 行程 空间 ， 则 相应 的 
ER (或 水 平 线 ) 与 优化 曲线 的 交点 束 是 想 要 得 到 的 对 应 的 w 或 的 值 。 

例 561 克 ”优化 设计 曲线 三 维 视图 

图 14. 25 所 示 为 Sx 对 应 不 同 的 Sz ALS, 所 构成 的 三 维 空间 中 的 三 维 优化 曲线 。 

理论 上 讲 ， 可 以 通过 下 式 来 表示 曲面 

Sy =Sy(Szsf.) (14. 124) 
































在 以 下 条 件 下 可 获得 优化 曲线 
VSy =us, =0 (14. 125) 

IP, ûs EMT Sz 轴 方 向 的 单位 向 量 ; VSx 是 5¥ 表 面 的 梯度 。 

例 562 文 ” 悬 架 均衡 和 无 价值 优化 
悬 架 优化 的 主要 目标 是 降低 绝对 加 速度 ， 因 为 绝对 加 速度 代表 着 传递 给 车 体 的 作用 力 。 
减 振 器 通过 增 大 自身 的 变形 量 来 降低 绝对 加 速度 ， 减 振 器 的 工作 间隙 〈 也 被 称 为 工作 空间 ) 
用 相对 变形 量 表示 。 受 安全 性 和 机 械 设计 约束 要 求 的 影响 ， 工 作 间 际 要 做 到 尽 可 能 的 小 。 

在 加 速度 和 相对 运动 之 间 存 在 一 个 均衡 关系 。wh Sx 与 5z 之 比 相对 on 和 & 是 一 个 单调 
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优化 设计 曲线 
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图 14.25 ”SY 相对 应 不 同 的 Sz ALS, 所 构成 的 三 维 空间 和 优化 曲线 




















递增 函数 。 保 持 5z 为 定 值 ， 通 过 增 大 w, 和 二 可 增 大 os Sys 保持 wa 88 为 定 值 ， 通 过 增 大 
wn, 和 可 减 小 Sz。 因 此 ，w Sp Sz 具有 相反 的 特性 。 这 些 特性 表明 os =0 和 & =0 对 于 解 
决 最 优 减 振 问 题 是 无 价值 的 ， 也 是 不 现实 的 。 

例 563 太 ”绝对 加 速度 均 方 根 RMS(G,) =5Sx 的 曲线 图 

图 14. 26 和 图 14. 27 所 示 的 是 绝对 加 速度 均 方 根 RMS( G) = Sx 的 图 形 。 在 图 14. 26 中 ， 
EA 作为 一 个 参数 ,绘制 Sx 相对 的 曲线 ; 在 图 14.27 中 ,把 & 作为 一 个 参数 ,绘制 Sx 相 
MTS, 的 曲线 。 
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图 14. 26 作为 参数 ， 绝 对 加 速度 均 方 根 RMS( G6,) =SY 相 对 8 的 曲线 





例 564 太 ”相对 位 移 均 方 根 RMS( G,) =S, 的 曲线 图 
图 14. 28 和 图 14. 29 所 示 的 是 相对 位 移 均 方 根 RMS( G,) =S; 的 图 形 。 在 图 14.28 中 ， 
JES, 作为 一 个 参数 ， 绘 制 5z 相对 8 的 曲线 ; 在 图 14.29 H, HEE 作为 一 个 参数 ,绘制 5$z 相 
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18000 i 3 








16000 “0.1 
140004 * 7 ， 
12000] f= Ysin(@1) 
= 10000 
n 
3 g000 
6000 tip 
gy 
4000 YY 
2000 jp 
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
fh/Hz 
图 14.27 作为 参数 ， 绝 对 加 速度 均 方 根 RMS(G,) = Sy AXTA 的 曲线 











Xt fa 的 曲线 。 


NNN 








图 14.28 fi 作为 参数 ， 绝 对 加 速度 均 方 根 RMS(G,) = $z 相对 二 的 曲线 


例 S6S 女 RMS(Co) 与 RMS(X/Y) FAR 
绝对 位 移 的 均 方 根 (RMS)Sx， 需 要 对 G6， 即 (XAY)? 求 积分 ， 可 由 下 列 算式 确定 : 











加 Zis w Zio w 
[Go dw = arctan + arctan (14. 126) 
Z17 VV Zig VV Zig Za VV Za N Zai 
Zig =o [| -8E +8 - (8E -4E -1)é V1 -27] (14. 127) 
Zi = -4E (1-£) (14. 128) 


Zig =o. (1-28 -2€ V1 -£ ) (14. 129) 
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J=Ysin(@t) 


Sz 





0 2 4 6 8 10 12 14 #16 18 20 22 24 26 28 30 
In /Hz 


图 14. 29 二 作为 参数 ， 绝 对 加 速度 均 方 根 RMS(G,) = $z 相对 所 的 曲线 





Zig = 2 8° -8¢4 — (8€4 -48 -1)€ 1-27] (14. 130) 
Zo) =Z = -4€(1-£) (14. 131) 
Za = -w (1-28 -2¢ V1 -) (14. 132) 


接 下 来 分 析 和 确定 绝对 位 移 的 均 方 根 (RMS)Sx。 图 14. 30 和 图 14. 31 所 示 为 绝对 位 移 的 
均 方 根 RMS(Go) =Sx。 在 图 14.30 F, EA 作为 一 个 参数 ， 绘 制 Sy 相对 专 的 曲线 ; 在 图 
14.31 中 ， 把 作为 一 个 参数 ,绘制 Sy 相对 的 曲线 。 


15 ts 


N 
20 
1.6 k e 
ad 
1.4 : 
J=Ysin(wt) 
1.2 
Se i 10 
(20) 
6.0 
0.8 
3.0 
0.6 
04 f=1Hz 
02 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 t fa 














图 14.30 f 作为 参数 ， 绝 对 位 移 均 方 根 RMS( Go) =Sy 相对 的 曲线 











例 566 x RMS(G, ) =SY 相 对 RMS(S, ) =S, 的 曲线 图 
图 14. 32 和 图 14. 33 所 示 为 RMS(G,) =SY 相 对 RMS(S,) =S, 的 图 形 。 在 图 14.32 中 ， 
fy, 为 一 恒定 固有 频率 ， 在 图 14. 33 H, 《为 定 值 。 图 14. 32 中 的 一 些 曲线 有 最 小 值 ， 这 说 明 














J=Ysin(@t) 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 
niHz 





N 





























14.31 专 作 为 参数 ， 绝 对 加 速度 均 方 根 RMS( Go) =Sy HXT A 的 曲线 


16000 个 

15000 2019 18 17 | 16 15 14 
14000 

130004 k 2 13 
12000 y 






11000 EF 12 
10000 J=Ysin(wr) 

= 9000 

an 

ES 8000 10 
7000 





5000 

















Z| 14.32 ”在 恒定 固有 频率 刻下 ，oa RMS(G,) =w, SY 相对 RMS(S,) =S7 曲线 





在 访 为 定 值 的 情况 下 ，S* 相 对 $z 可 以 最 小 化 ， 这 个 最 小 值 就 是 优化 目标 。 

图 14. 33 TR, Æ éE 为 定 值 情况 下 ， 一 些 曲线 有 最 大 值 ， 这 些 值 代表 的 是 最 糟糕 的 悬 架 
设计 。 

图 14. 34 所 示 为 以 SY 代 替 wz SY 后 相对 $z 的 特性 曲线 ， 每 条 曲线 的 最 小 值 点 与 图 14. 32 
中 最 小 值 点 出 现在 相同 的 Sz 值 。 

例 567 友 ”替代 优化 方法 

根据 这 种 优化 方法 的 应 用 ， 有 多 种 方式 和 方法 可 以 实现 减 振 器 的 优化 。 然 而 ， 没 有 一 个 
普遍 的 可 接受 的 方法 适用 于 每 一 种 实际 应 用 。 每 一 种 优化 策略 ， 都 可 以 被 转化 为 一 个 函数 ， 
称 为 价值 函数 或 目标 函数 的 最 小 化 问题 。 人 们 把 主要 的 注意 力 都 集中 在 绝对 位 移 最 小 化 ， 被 
称 为 主要 振动 传递 率 。 然 而 ， 对 于 减 振 器 而 言 ， 价 值 函数 可 以 包括 任何 状态 变量 ， 如 绝对 和 
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t 18°14, 13 
i 121 
3 > 114 
6 B y 104 
54 Y=Ysin(wt) Le oo 
a 4 
1 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 l 1.2 1.4 1.6 1.8 2 
Sz 
图 14.34 ARREARS, 下， 绘制 RMS(G,) =SY 相 对 RMS(S,) =S; 曲线 
IRR, EE, WERE, EEN. 





可 以 通过 指定 wn 和 & 的 上 下 限 来 确定 可 接受 设计 参数 的 范围 ， 进 而 明确 约束 条 件 。 对 
于 车 辆 悬 架 来 说 ， 一 般 和 希望 选择 的 w, M E 能够 使 系统 的 绝对 加 速度 最 小 、 相 对 位 移 不 超出 
规定 的 范围 。 最 常用 的 优化 策略 包括 : 

1) 在 指定 相对 位 移 Sz 下 的 极 大 极 小 绝对 加 速度 Sy 。 指 定 所 允许 的 相对 位 移 范 围 ， 然 
后 确定 绝对 加 速度 的 极 大 极 小 值 。 








OSY OSx 
=0 一 上 -0 5,28 14. 133 
dw, é Aan ( ) 


2) 在 指定 绝对 加 速度 Sy, 下 的 极 大 极 小 相对 位 移 $z。 指 定 所 允许 的 绝对 加 速度 范围 ， 








然后 确定 相对 位 移 的 极 大 极 小 值 。 








05z a 95z _ bee 
be =0 ag =0 Sy¥=5y, (14. 134) 
Gil S68 文 ”设计 图 的 更 多 应 用 
优化 原则 
OSY 3? Sy 
A 14.1 
35, ast >0 ( 35) 





是 基于 Sy 和 G6, 在 工作 频率 范围 内 的 均 方 根 ， 本 例子 中 零 值 处 于 20Hz 处 。 


407 

a la | S deo (14. 136) 
40T 

Sy = raed Grdo (14. 137) 


DACRE H REEERE FP RAIRA REH F AARAL 


ga ai 
27 y 2 oY 








Šp Zp Xp Xp 











S “F/m Y eEp CER Cpe ie 
X Fr Fr, Fr m 
2 wo Y kY ew m, ew m, a m ( ) 








优化 设计 曲线 也 可 以 表示 为 任意 C 函数 相对 任意 5, 函数 的 最 小 化 条 件 ， 如 从 一 偏心 激 
Fr 
励 系统 2 到 基 座 传递 BH 二 -。 这 一 最 小 化 与 对 发 动机 安装 的 优化 类 似 。 


2m 





14.4 女 ”时间 响应 优化 


瞬 态 响应 的 优化 依赖 于 瞬 态 激励 的 类 型 ， 以 及 对 价值 函数 的 定义 。 图 14. 35 所 示 为 一 个 
1/8 车 辆 模型 和 单位 阶 路 位移 。 





1 1>0 
,=| (14. 140) 


>= 


og | 





aah bi 


图 14.35 1/8 AFERA SE A I E R 
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如 果 瞬 态 激励 是 一 个 阶 路 函数， 优化 的 标准 就 是 将 加 速度 的 峰值 与 相对 位 移 的 峰值 之 比 
最 小 化 ， 对 于 任意 一 个 能 够 反映 178 车 辆 模型 最 佳 瞬间 状态 的 f, ， 都 存在 有 一 个 最 优 的 &”*。 
这 些 特性 如 图 14. 36 所 示 。 


ap 





5000 


4000 


A,=10Hz 


3000 


2000 


1000 

















0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
=P 


图 14.36 PREMSA 下 ， 加 速度 峰值 相对 于 相对 位 移 峰 值 的 情况 














é* =0.4 (14. 141) 
证 明 : 图 14. 35 所 示 的 单 自由 度 基 座 激励 系统 的 运动 方程 是 
x +2ém,% +w x =2éw, y tw y (14. 142) 
将 y=1 代入 式 (14. 142) ， 得 到 以 下 确定 质量 m 的 绝对 位 移 的 初 值 问题 。 
x +2éw,% + x =o (14. 143) 
y(0) =0 (14. 144) 
y(0) =0 (14. 145) 
求解 初始 条 件 为 0 的 微分 方程 
Al A -iot 
s=l= 5° Se tis age < (14. 146 ) 
式 中 4 和 4 ERA 
A=é+i J1-2 (14. 147) 
A=é-i Vi-e (14. 148) 
有 x 和 ;y=1 就 能 够 计算 出 相对 位 移 z=x -yo 
=x-y=- + Se tet p fe Tor (14. 149) 
质量 m 的 速度 和 加 速度 可 以 通过 式 (14. 146) 获得 。 
. 1 A On dot TAOS Shay 
155 A a A (14. 150) 
z 1 A On ow 4 Be cee 
tate ae 2 tra a (14. 151) 
相对 位 移 的 峰值 为 
2 ns 
arccos(2€* - 1) (14. 152) 


Zp = ex 
卫 P w, E 
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相对 位 移 峰 值 发 生 在 时 刻 ，z =0 
we - éarccos( 2? - 1) 


A 





(14. 153) 


绝对 加 速度 的 峰值 为 





2 
ay =wZexp| i nt orl a (14. 154) 
绝对 加 速度 的 峰值 发 生 在 激励 开始 时 的 :=0 时 刻 ， 或 者 x =0 的 时 刻 
7 2arecos(2é* -1) -7 
o,V1- E 
图 14. 36 所 示 的 是 在 不 同 的 , MEF, a, 相对 z, 的 关系 曲线 。 对 于 每 一 条 /, 曲线 ， 在 
<=0.4 的 点 ， 都 是 其 最 小 值 。 通 过 寻找 a, 相对 z 的 最 小 点 ， 就 能 够 发 现 é 的 解析 最 优 值 。 
最 优 é& 是 以 下 超越 方程 的 解 
2é arceos(2¢? -1) -m -4é V1 -E =0 (14. 156) 
其 解 就 是 £0.4， 绝 对 加 速度 相对 于 相对 位 移 的 最 小 峰值 依赖 与 自然 振动 频率 的 值 无 关 。 
例 $569 女 ”优化 设计 曲线 和 时 间 响 应 
为 了 验证 在 优化 曲线 上 悬 架 机 构 的 瞬时 响应 ， 对 一 组 基于 激励 作用 下 的 设备 进行 对 比 ， 
如 图 14. 21 所 示 ，P 是 安装 在 未 优化 悬 架 上 的 点 ，P 和 Ps 是 安装 在 已 优化 悬 架 上 的 点 。 
f,~10Hz ¿=0.15 (14. 157) 
相对 点 P,, Py 和 Ps 是 两 种 可 供 选 择 的 优化 点 。P 与 P HAARE, €~0.4; P3 
和 Pi 阻尼 系数 相同 , fa ~5Hz。 
图 14. 37 所 示 为 一 个 单 自由 度 的 基 座 激励 系统 和 正弦 平方 激励 输入 。 











ty (14. 155) 


























Gi 0<1<0.1 
y= di (14. 158) 
t<0,¢20.1 
di =lm d, =0.05m (14. 159) 
v=10m/s (14. 160) 


系统 的 绝对 位 移 和 相对 位 移 在 点 Pl Pa 和 Ps 上 的 时 间 响 应 分 别 如 图 14. 38 和 图 14. 39 
所 示 ，m 的 绝对 加 速度 如 图 14. 40 所 示 。 
系统 3 的 相对 位 移 和 绝对 加 速度 的 峰值 都 较 低 ， 但 是 需要 较 长 的 时 间 来 回 稳 。 








0.1 











图 14.37 一 个 单 


Ny 


























由 度 的 基 座 激励 系统 和 正弦 平方 激励 输入 
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Y=dysin? (1071) 


0<1<0.1 





us 


图 14.38 系统 在 三 种 不 同 悬 架 上 的 绝对 位 移 时 间 啊 应 





Y=d3sin2 (1071) 
0<1<0.1 





2 


系统 在 三 种 不 同 悬 架 上 的 相对 位 移 时 间 响 应 


图 14. 39 





10 
5 
~ > 
= 
-5 
y 
-109 A 7 
Y=dysin? (1074) 
0<t<0.1 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
t/s 


系统 在 三 种 不 同 悬 架 上 的 绝对 加 速度 时 间 响 应 


图 14. 40 


14.5 小 结 
单 自由 度 基 座 激励 振动 系统 的 运动 方程 为 
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x +2€0,% +02 x =2éw, y +02 (14. 161) 

它 是 适用 于 安装 在 振动 基 座 上 设备 的 模型 ， 也 是 车 辆 垂直 振动 的 模型 。 假 设 激 励 频率 可 
变 ， 可 以 通过 确定 相对 位 移 8, = 12XY1 和 绝对 加 速度 C = 1X7 (Yoo? ) 1 频率 响应 来 对 系统 进 
行 优化 。 优 化 准则 是 



































14. 162 
aS, =0 Leloa 
a” Sy 

ED (14. 163) 
aS, 





式 中 ，Sz 和 Sx 是 Sy 和 G6, 在 工作 频率 范围 0<w<20Hz 内 的 均 方 根 。 


TE aac [Tw (14. 164) 
2 407 2 


1 4T 
Sy = i G, dw (14. 165) 


CAG AE WU EE ATI BEI) TAR ATP 2 TAR A ds DT, REREAD 
结果 可 以 通过 设计 图 中 最 优 & 和 o, 之 间 的 相互 关系 直接 看 出 。 


14.6 ”主要 符号 









































a, X 加 速度 £ 拉 格 朗 日 算法 
a,b DER SEC RKE m 质量 

sales r=2 频率 比 

c* 最 优 阻 尼 On 

Coq 等 效 阻尼 S, =1Z/Y| 相对 位 移 频率 响应 
di 路 面 波 长 Sz Sy 的 均 方 根 

d, 路 面 起 伏 度 Sy Gy 的 均 方 根 

D 耗 散 函数 i 时 间 

Aik J f 周期 

f=} 周期 频率 ， 单 位 Hz ee 

fi 阻尼 力 x 绝对 位 移 

fi EIRT X x 的 稳 态 振幅 

Ja 周期 回 有 频率 ， 单 位 Hz y 基 座 激励 位 移 

F 振幅 的 简 谐 力 f Y y 的 稳 态 振幅 

g 重力 加 速度 z 相对 位 移 

Go = |X/Y| 绝对 位 移 频率 响应 Z z 的 稳 态 振幅 

Gy = IẸ/Yo l 绝对 加 速度 频率 响应 Z: 短 符号 表示 法 参数 
k 弹 自 刚度 系数 a 弹 得 倾斜 角度 
k* Bi Se Fre UCB E A BL 6 弹 自 变形 量 

keq BH Se ERII E RL 6 位 移 

K 动能 w =27f 角 频 率 ， 单 位 rad/s 
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Wy 固有 频率 r 后 方 
下 标 : s TEER 
eq 等 效 u JEER 
f 前 方 u 上 方 
l 下 方 

J wv 


1. RAPE REE 


图 14. 41a 所 示 为 一 个 麦 弗 逊 悬 架 ， 图 14. 41b 所 示 为 其 等 效 振动 系统 。 










ANA 









A 


— 





a) b) 
图 14.41 麦 弗 逊 悬 架 和 其 等 效 振动 系统 
(a) 依照 下 列 条 件 确定 名 和 co。 








a =22cm 

b =45cm 

c =1000N s/m 
a =12° 

k =10000N/ m 





(b) 当 振 动 系统 的 固有 频率 f, =1Hz 时 ， 依 照 下 列 条 件 确 定 弹 得 刚度 系数 上。 


a =22cm 
b=45cm 
c=1000N s/m 
a=12° 
m = 1000/4kg 
(c) 当 振 动 系统 的 阻尼 比 上 =0.4 时 ,依照 下 列 条 件 确定 阻尼 系数 c。 
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c = 1000Ns/m 
m = 1000/4kg 
a=12° 
f, =1Hz 





2. 双 A 臂 悬 架 等 效 参 数 
图 14. 42a 所 示 为 一 双 A SR, A 14. 42b 所 示 为 其 等 效 振动 系统 。 








a) b) 


图 14.42 SL A SR A Ap tie oh ABE 
(a) 依照 下 列 条 件 确定 hs 和 cos。 





a =32cm 
b =45cm 
k =8000N/m 
c = 1000N s/m 
a=10° 
(b) 当 振动 系统 的 固有 频率 /, =1Hz Et RRS BAR Oe IE OBE 
a =32cm 
b =45cm 
a=10° 
m = 1000/4kg 
(c) 当 振 动 系统 的 阻尼 比 上 =0.4 时 ,依照 下 列 条 件 确定 阻尼 系数 c。 
a =32cm 
b =45cm 
a=10° 
fa =1Hz 
m = 1000/4kg 
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3. 路 面 激励 频率 

一 车 辆 在 起 伏 路 面 行驶 。 如 果 激 励 频 率 为 入 =5Hz， 当 车 辆 以 下 列 不 同 速度 行驶 时 ,， 求 
起 伏 路 面 的 波长 di o 

(a) v=30km/h 

(b) v=60km/h 

(c) v=100km/h 

4. 友 路 面 激 励 频率 和 轴 距 

一 车 辆 在 起 伏 路 面 行 怠 ， 试 求 以 下 问题 。 

(a) 如 果 激 励 频率 为 f, =8Hz， 和 车 辆 行驶 速度 v=60km/h， 求 起 伏 路 面 的 波长 dio 

(b) 如 果 车 辆 的 轴 距 1=2. 82m， 求 前 轮 和 后 轮 激励 的 相位 差 。 

(c) 以 什么 样 的 速度 行驶 ， 前 轮 和 后 轮 的 激励 没有 相位 差 ? 

S. 廊 路 面 激励 振幅 

一 车 辆 在 波长 di =25m 的 起 伏 路 面 行 驶 。 如 果 S = 1Z/Y1 =1.02， 车 辆 行驶 速度 " = 
120km/h, k=10000N/m, m =1000/4kg， 则 阻尼 比 & 应 为 多 少 ? 

6. 优化 悬 架 比较 

一 质量 m =1000/4ke 的 车 辆 ， 以 速度 v=120km/h， 在 波长 di =45m、 振 幅 d, = 8cm 的 
起 伏 路 面 行驶 。 如 果 在 车 轮 中 心 的 等 价 车 轮 行程 分 别 为 以 下 条 件 中 的 数值 时 ， 求 车 辆 的 最 佳 
悬 架 参 数 。 

(a) 5cm 

(b) 8cm 

(c) 12cm 

(d) 分 别 计算 每 种 情况 的 Co, Ca, Sy, Sz, Sy, X, ZHŽ 

7. ERREARFE k E ce 不 变 

知 一 基 座 激励 系统 参数 为 

k =10000N/m, m=1000/4ke, c =1000Ns/m 

(a) 在 c 相同 的 情况 下 ， 确 定 最 佳 的 有 。 

(b) 在 相同 的 情况 下 ， 确 定 最 佳 的 c。 

(c) 分 别 确定 以 上 两 种 情况 的 Sz 和 Sx。 

8. 针对 最 小 Sz 的 悬 架 优化 

若 一 基 座 激励 系统 参数 为 

k =250000N/m, m =2000kg, c =2000Ns/m 

确定 加 速度 均 方 根 值 Sx 传递 到 系统 的 水 平 。 

9. 峰值 和 阶 跃 输入 

若 一 基 座 激励 系统 参数 为 

k =10000N/m, m=1000/4ke, c =1000Ns/m 

TERT ERT ALE AP, MEEME UE EE 

10. ae J sek EE WEE (EL A GH SE SE 

解释 为 什么 常数 曲线 在 平面 (ap，zp) 为 一 垂 线 。 












































15 娘 ”四 分 之 一 车 辆 模型 








人 们 最 常 使 用 也 是 最 有 效 的 车 辆 悬 架 系统 模型 是 四 分 之 一 车 辆 模型 ， 如 图 15. 1 所 示 。 


本 章 介 绍 四 分 之 一 车 辆 模型 并 对 其 进行 验证 和 优化 。 
15.1 数学 模型 


我 们 可 以 用 由 两 个 实体 质量 构成 的 四 分 之 一 车 
辆 模型 描述 车 辆 的 垂直 振动 ， 这 两 个 实体 质量 和 
mu 分 别 表示 车 辆 的 得 载 质量 和 非 筑 载 质 量 。 筑 载 质 
量 m, 取 车 映 质量 的 1/4， 非 簧 载 质 量 m 取 车 辆 上 一 
个 车 轮 的 质量 。 簧 载 质 量 由 一 个 刚度 为 , 的 弹簧 和 
一 个 忒 性 阻尼 系数 为 c, 的 减 振 器 文 撑 ， 它 们 称 作 主 
BR. JERAR m, 通过 弹簧 体 与 地 面 直接 接 
fik, ky, 表示 轮胎 刚度 。 

图 15. 1 中 四 分 之 一 车 辆 模型 的 控制 微分 运动 方 
程 为 




















mä +¢,(%,-%,) +k (x —x,) =0 (15.1) 
maute (Ko a) +(k, +h) x, -ka =hyy 
(15.2) 
证 明 : 系统 的 动能 、 势 能 和 耗 散 函数 为 
SAD 


K =m 2 


bee 
2 wu 


adl Capa le Bree: 
Vash. (as Xa) + Euu y) 


D -cs = 2 





采用 拉 格 朗 日 方法 





d = aK aD ƏV 
Sloe Veet eS 
dt OX. 


d | aK 9D av 
TA =O 


dt ax, Ox, ax, Ox, 
求 出 运动 方程 


mis = -k (xs =x) -e (x; -%,) 


mx =k (x; —%,) +e (x, -x,) -k (xa -y) 


上 述 方程 可 以 写成 矩阵 形式 


图 15.1 


四 分 之 一 车 辆 模型 





(15.3) 


(15.4) 


(15.5) 


(15.6) 


(15.7) 


(15.8) 
(15.9) 
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[m]x+[clx+[k]x=F 





Ms 0 x, Cs 一 Cs a 
| li eee 
O m, 一 Xa 














“EL 


eo k +k, 


k; 


1570 轮胎 阻尼 


(15. 10) 


(15.11) 





如 图 15. 1 所 示 ， 增 加 一 个 与 平行 的 阻尼 器 cs ， 表 示 轮 胎 上 的 阻尼 。 但 是 ， 与 减 振 器 
上 的 阻尼 c, 相 比 ，cu 的 值 非常 小 ， 所 以 可 以 忽略 cy KETA, Meare, 与 平行 ,其 


运动 方程 与 式 (12. 44) 和 式 (12.45) 相同 ,运动 方程 的 矩阵 
例 571 数学 模型 的 局 限 性 














形式 为 式 (12.47), 


四 分 之 一 车 辆 模型 中 没有 代表 整 车 几何 影响 的 变量 ， 所 以 不 能 用 于 研究 车 辆 纵向 和 侧 向 
之 间 的 相互 作用 。 但 是 ， 该 模型 包含 问题 实质 的 最 基本 特征 ， 考 虑 了 车 轮 和 和 车轮 - 车 身 负 载 











变量 控制 问题 的 正确 描述 。 


四 分 之 一 车 辆 模型 中 假设 轮胎 始终 与 地 面 接触 ， 这 种 假设 在 低频 振动 时 适用 ， 但 在 高 频 





振动 时 未 必 适 用 ， 更 为 合理 的 模型 应 该 考虑 轮胎 与 地 面 之 间 脱 离 接触 的 可 能 性 。 
包括 四 分 之 一 车 辆 模型 在 内 的 二 自由 度 振动 系统 的 优化 设计 ， 是 自 1909 年 Frahm 提出 





减 振 器 理论 以 来 被 大 量 研 究 的 课题 。Den Hartog (1901 - 1989) 
统 的 阻尼 属性 进行 解析 研究 的 人 。 


15.2 频率 响应 
为 了 求解 频率 响应 ， 设 有 一 个 简 谐 激励 












































应 该 是 第 一 个 对 二 自由 度 系 


y =Y coswt (15. 12) 
并 寻找 下 面 形式 的 简 谐 解 
x, =Aisinwt + BI coswt = X,sin(wt - p, ) (15. 13) 
x, =A sint + B,coswt = X,sin( wt - @,,) (15. 14) 
z=, —%, =A;sinot + B;coswt = Zsin( wt — p, ) (15. 15) 
AF, X X, AZ 是 复数 振幅 。 
通过 引入 下 面 的 无 量 纲 特 征 量 
ms 
pza (15.16) 
My 
k, 
eee ees (15. 17) 
ms 
ku 
ee ee (15. 18) 
My 
yee (15. 19) 
Wy 
r= 名 (15. 20) 
Cs 
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é ae (15.21) 
求 出 绝对 频率 响应 和 相对 频率 响应 
a (15. 22) 
Y 
r= - (15.23) 
Z 
n= | 多 (15. 24) 
并 得 到 如 下 函数 
2 427 +1 
"AZ (15. 25) 
Aer +1 +r (r -2) 
= Zz (15.26) 
4 
2 fr 
EF (15.27) 
Zi =[r (Pe? -1)+[1-(1 +e)ra?]] (15. 28) 
=2ér[1-(lt+e)ra’ | (15. 29) 
SHE A Jo et UIA Se HE JO ae FY) ARDE BE AS DA BO TEE 
X 
u= | yz =r au (15. 30) 
al ee (15.31) 
证 明 : 为 了 求 出 频率 响应 ， 对 系统 施加 一 个 简 谐 激励 
y =Y coswt (15. 32) 
并 假设 解 也 是 带 有 未 知 系数 的 简 谐 函数 
x, =A,sinwt + B, cost (15. 33) 
x, =A,sinwt + B,coswt (15. 34) 


把 解 代 入 到 式 〈15. 1) 、 式 (15.2) ， 并 整理 两 个 方程 中 sinwt 和 cosot 的 系数 ， 得 到 如 下 
KFA By. Ay, By 的 代数 方程 。 





A, 0 
[A] eth oe (15. 35) 
B, k Y 
B, 0 
式 中 ，[4j] 是 系数 矩阵 。 
k -mo -k, -cw Cw 
Cw -cw k, -mw -k, 
LA] = Se Weep ee Ea a Sree 


一 CO Cw -k k +k- m,w 
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未 知 量 可 以 通过 算 阵 求 逆 获 得 


A, 0 
A, 0 
=[A]7! 
por ay 
B, 0 





进而 可 以 据 此 求 出 振幅 X, AX, 


k, (wc? +k) 





X =A? 4 p? = yy 
ia ane cee 
4.2 2.22 a y) 
X2 =A2 + B2 Oho a Hama th) vp 
k; Z5 +Z5 
Z= -[@ (km, +k m, +k,m,) -k k, -om m,] 
y= - [o (cm. +c m,)-ock,] 


RE X, MX 后 ， 即 可 计算 z 及 其 振幅 Z。 
z =x, -%, =(A, -A,)sinwt + (B, - B, ) cost 


=A,;sinwt + B,coswt = Zsin( wt - o, ) 














(15.37) 


(15. 38) 


(15. 39) 


(15. 40) 
(15. 41) 


(15.42) 


(15. 43) 


对 jw 和 7 ORS ea A Se Jo E AAA SE R A) JIT BE HT 8 MA u Av, SQ (15.30) 和 


IN (15.31) 是 w 和 vw 的 表达 式 。 


应 用 定义 式 (15.16) ~ 式 (15.21)， 可 以 把 式 (15.38). sO (15.39) 和 和 式 (15.43) 
转换 成 式 (15.25), zt (15.26) 和 式 (15.27), 15.2, 15.3 和 图 15.4 Œ e =3 和 a = 


0. 2 时 频率 响应 ww、t Al 的 示例 。 




















图 15.2 簧 载 质 量 位 移 频率 响应 示例 ，j = ES 
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Ja -A a Xa 
Z| 15.3 JEER EMRK NN A, TE 


























N 
D 
a 
~ 
S 


图 15.4 “相对 位 移 频 率 响应 示例 , n= 

例 572 民用 汽车 参数 的 一 般 取 值 

R (15.25) ~ 式 (15.27) 显示 频率 响应 1、7 Aly 是 质量 比 8、 阻 尼 比 #、 固 有 频率 比 a 
和 激励 频率 比 7 四 个 参数 的 函数 ， 实 际 参数 值 的 一 般 值 、 最 小 值 和 最 大 值 见 表 15. 1。 

对 于 四 分 之 一 车 辆 模型 ， 因 为 有 mm, > m,。， 所 以 。 >1。 典 型 车 辆 的 质量 比 s 在 3 ~8 之 
间 ， 小 型 车 的 质量 比 接近 于 8， 大 型 车 的 质量 比 接近 于 3。 激励 频率 w 在 r=1/a 时 等 于 wu， 
在 r=1 ifo 等 于 ws。 对 于 实际 车 辆 模型 刚度 的 大 小 顺序 为 >， 所 以 有 ww ,>w。s, Ha 
<1， 则 在 w=w, 时 有 7r>1。 因 此 ， 期 望 有 两 个 高 于 r=1 的 共振 频率 。 

例 573 频率 响应 的 三 维 图 形 

为 了 观察 四 分 之 一 车 辆 模型 各 种 频率 响应 性 能 ， 在 图 15. 5 ~ 图 15. 8 中 给 出 取 下 面 参数 
时 的 三 维 曲线 图 。 
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表 15.1 四 分 之 一 车 辆 的 实际 参数 值 
参数 一 般 值 最 小 值 最 大 值 
Ms 
eee 3 ~8 2 20 
Ma 
k 
o,=,/— 1 0.2 1 
m, 
ORE ky 10 2 20 
m 
ree 0 ~20Hz 0 2 
Ws 
a=— 0.1 0.01 1 
By 
cs 0. 55 0 z 
é ~2m,@ i 








































































`a 
Ẹ 
2 
finz 
X, » Xa 一 一 YY 
图 15.5 ”频率 响应 /= 他 的 三 维 视图 图 15.6 ”频率 响应 7= 他 的 三 维 视图 
N|> 1.6 
s 区 
3 
< a 
Š caer ane ee ee 2 
ite 2: fmz 
图 15.7 频率 响应 = 子 的 三 维 视图 图 15.8 频率 响应 w= 二 的 三 维 视图 
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m, =375kg k, =35000N/m 
m, =75kg k, =193000N/m (15.44) 


1S.3 文 ”固有 频率 和 恒 常 频率 
四 分 之 一 车 辆 系统 是 一 个 二 自由 度 系统 ， 因 此 该 系统 有 两 个 固有 频率 ao Ta 


2 9 








N EETA [1+1 +e]? -4a } (15. 45 ) 








rn = appeal + (1 +e)a? + [1+(1+e)a’]* -4a°} (15. 46) 


通过 保持 e 和 a 不 变 ， 改 变 é 获得 得 载 质 量 位 移 频率 响应 jw EP eH HE PKG HEAL 
几 个 共用 点 ， 分 别 对 应 Fin fos Tas T4 和 jl ~ Bo. M3、 M40 














m=0 p=1 
7 ai 
aa M3 5 
r. EEE (15.47) 
2 M2 1- (1+8) 
r Do ala 
4 MIL (+e) 
1 
"2 la [1+2(1+e)o] -80 } (15.48) 
1 
ro= [pif 4201 +e)? + [1+2(1 +e) a | -8a } (15. 49) 
式 中 
1 1 
ECHO) e < 一 上 一 <n =+) <r (15. 50) 
i aaie ho 
r FU ry 处 对 应 的 传递 函数 为 
1 
aay Bee 15.51 
POPs aya (15. 51) 
Ma 7 (15.52) 


“4 -(lt+e)ro? 

AFHR, n, rn Mr 及 与 其 对 应 的 振幅 和 上 无 关 ， 故 称 之 为 恒 常 频率 ， 与 它们 对 应 
的 振幅 称 作 恒 常 振幅 。 但 是 频率 r,、r,、r3 和 的 值 与 a 和 a 有 关 ， 固 有 频率 和 恒 常 频率 
的 大 小 顺序 为 : 














1 
ri( =0) <r, <m< cr 25) <ra <ra (15. 53) 
a 


1 
a /lt+e 

u 曲线 除了 7 、r，。、73 Arg 点 之 外 ， 没 有 其 他 共用 点 。 频 率 的 顺序 及 其 对 应 振幅 的 顺序 
不 能 用 于 预测 得 载 质 量 频率 响应 曲线 凡 的 振 型 ， 图 15. 9 为 振幅 振 型 yj 关于 激励 频率 比 r 的 
示意 图 。 

证 明 : 系统 阻尼 为 0 时 ， 系 统 在 固有 频率 和 共振 频率 时 ， 其 振幅 变 为 无 穷 大 。 所 以 ， 固 
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有 频率 应 该 是 / 函数 中 分 母 的 根 。 




















图 15.9 ”振幅 和 激励 频率 比 r 的 示意 图 





g(r’) =r (ro -1)+[1-(1+8)ra ] 
=@°r -[1+(1+e)a’?] +1=0 
该 方程 的 解 也 就 是 由 式 (15.45) 和 式 (15.46) 求 出 的 固有 频率 。 
恒 常 频率 与 & 无 关 ， 可 以 通过 求 &=0 A é = o Hf u 曲线 的 交点 获得 。 
1 











limp” = + 

ed [F (Pe? -1) -ro (e+1) +1)? 
lim uf = 1 
eS ase 





因此 ， 恒 常 频率 7; 可 以 通过 解 下 面 的 方程 求 出 来 。 
(ra -1)4+[1-U +e)re?] = +[1-(1t+e)ra?] 
取 Sg)? Si, 可 以 求 得 7 FI r3 以 及 与 之 对 应 的 传递 RBM uw, Flys, 





r,=0 p,=l 
1 1 
Ea HTT 


取 “- ”号 时 ， 得 到 如 下 关于 六 Mr, 的 方程 。 
art —(142(1+e)a’)r +2 =0 
式 (15.60) 有 两 个 正 的 实数 根 六 和 六 ， 











7 = fag +2(1 tea? - V[1 +2(1 +e) | -8a } 








n= [pif 4201 +0)? + [1L+2(1+e)az]2 -80 } 
上 述 各 频率 的 相对 大 小 顺序 为 


ri( =0) <r a <r | =+) <r 
mentee Oe tee 


把 式 (15.61) 和 式 (15.62) 代入 式 (15.25), RMA ry Al ry 对 应 的 振幅 。 


1 


He -i - (1 + e)rio” 


(15. 


(15. 


(15. 


(15. 


(15. 
(15. 


(15. 


(15. 


(15. 


(15. 


(15. 


54) 


55) 


56) 


57) 


58) 
59) 


60) 


61) 


62) 


63) 


64) 
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< (15.65) 
re 1-(+e)re? f 
对 比 后 可 知 
(l+e)o’ri -1l>e>l (15. 66 ) 
进而 得 到 
Ir4l < ( =p) <1 < Irz] (15.67) 
因此 有 m>l (15. 68) 
mai (15.69) 
根据 式 (15.54) 可 以 计算 出 g 03). g (r4) Mg (r3) 
g(r) =(1+e)a’r5 -1<0 (15.70) 
g(r.) =(1+e)a’ri, -1>0 (15.71) 
1 
g(73) =e] (15.72) 
所 以 ， 式 (15.54) KBINER r Mr, (>vZ>r) 的 大 小 关系 为 
1 aT, 
PaO e <n EE (15.73) 


B574 ARTIRMA DE pe 的 节点 





DU rh — A A RB) E A E YA, ESB Cr = 0, 
Ai =1)， 表 明 激 励 频率 为 0 时，X, = 了 。 第 四 个 节点 在 (74, wa <1) 处 ， 另 两 个 中 间 的 节点 


分 别 在 Cray po >1) 和 (ns = 二 ,ps = 二 ) 处 。 





因为 由 和 1， 且 和 1， 所 以 中 间 的 两 个 节点 在 设计 优化 中 更 为 重要 。 为 了 更 好 地 观察 








X, 
Y 





中 间 节 点 ， 图 15. 10 AE TEREM u = 
































X 
Z| 15.10 ” 簧 载 质 量 位 移 频率 响应 人 = [Še 在 节点 附近 的 放大 





PN 


在 中 间 节 点 附近 的 放大 图 。 
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Gl S7S 文 ”不 存在 Frahm 最 优 四 分 之 一 车 辆 模型 

降低 绝对 振幅 是 优化 的 首要 目的 ， 如 果 振 幅 频率 响应 上 =A(r) 包 含 着 与 某 些 参数 对 应 的 
固定 点 ， 则 可 以 用 Frahm 方法 进行 优化 ， 优 化 程序 分 为 两 步 : 

1) 选择 一 部 分 参数 ， 控 制 恒 常 点 的 位 置 使 其 等 于 恒 常 频率 时 对 应 的 高 度 ， 并 保证 固定 
点 的 高 度 尽量 小 。 

2) 确定 剩 下 的 参数 ， 使 最 大 振幅 在 恒 常 点 处 准确 重合 。 

对 于 实际 问题 ， 质 量 比 s 和 车 轮 频 率 wu 是 确定 的 ， 需 要 求解 的 优化 值 是 a PE, BBMa 
和 & 分别 包含 了 主 弹簧 的 未 知 刚度 和 主 减 振 器 的 未 知 阻尼 。 

对 于 恒 常 频率 7; 时 的 振幅 jw;， 第 一 个 恒 常 点 (m =0, jw =1) 始终 是 固定 点 ， 第 四 个 
恒 常 点 (ry, u <1) 在 固有 频率 之 后 出 现 。 因 此 ， 第 二 个 和 第 三 个 节点 适合 于 应 用 上 述 优 
化 步 又 。 但 是 



































ml<ux Ve>l (15. 74) 
因为 不 能 通过 改变 a fi u 和 js 相等 ， 所 以 上 述 优化 方法 并 不 适用 。 尽 管 如 此 ， 在 根据 
其 他 条 件 计算 出 a 值 后 ， 仍 可 以 找到 上 的 优化 值 。 
例 576 固有 频率 变化 
式 (15.45) 和 式 (15.46) 中 的 固有 频率 mm Mr Æ e 和 a 的 函数 ,图 15.11 和 图 
15. 12 所 示 为 这 两 个 参数 对 固有 频率 变化 的 影响 。 



































图 15.11 固有 频率 1, 关于 s 和 a 的 函数 曲线 

















r — 
0 $ 0.4 0.6 








图 15.12 固有 频率 7 关于 s 和 a 的 函数 曲线 
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第 一 个 固有 频率 m <1 在 增加 质量 比 e 时 会 减 小 ，r,, 与 八 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 
接近 ， 是 车 辆 的 主因 有 频率 ， 所 以 称 其 为 车 身 颠 敏 固有 频率 。 第 二 个 固有 频率 /在 a 减 小 
时 变 为 无 穷 大 。 但 是 ，r, ~10Hz 能 满足 民用 汽车 的 乘 适 性 要 求 。7,, SIRNAS, i 
称 作 车 轮 跳动 固有 频率 。 

图 15. 13 所 示 为 固有 频率 比 mn /7 关于 和 a 的 函数 曲线 ， 显 示 两 者 的 关联 性 能 。 

















Thy 
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图 15. 13 ”固有 频率 比 ry, /ru 关于 e 和 a 的 函数 曲线 








例 577 恒 常 频率 的 变化 
式 (15.47) 恒 常 频率 r,、r3 和 是 和 a 的 函数 ， 图 15.14 ~ 图 15.18 所 示 为 这 两 个 
参数 对 恒 常 频率 的 影响 。 图 15. 14 所 示 的 第 二 个 恒 常 频率 rn 始终 小 于 V2， 这 是 因为 
limr, =/2 (15.75) 














a 


图 15. 14 第 二 个 恒 常 频率 7, 关于 e 和 a 的 函数 曲线 





所 以 ,无 论 质 量 比 的 取 值 如 何 ，rs 也 不 会 大 于 /2 ， 这 种 特性 导致 不 能 自由 控制 第 二 个 
节点 的 位 置 。 图 15. 15 中 的 第 三 个 恒 常 频率 rs 不 是 质量 比 的 函数 ， 可 以 根据 a 的 变化 取 任 
意 值 。 第 四 个 恒 常 频率 ry 如 图 15. 16 所 示 , ry BE a 的 减 小 而 增 大 。 但 是 a >0.6 或 a~0.6 
时 ,ra 将 不 再 变化 。 
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limr, = %0 (15. 76) 
a—>0 


为 了 更 好 地 表示 恒 常 频率 的 特性 ， 图 15. 17 和 图 15.18 所 示 为 相对 频率 比 r4/r3 和 73/72 
的 曲线 。 





10 








a 


图 15. 15 第 三 个 恒 常 频率 73 KTF e 和 a 的 函数 曲线 





m 





a 


图 15.16 第 四 个 恒 常 频率 rs KF e 和 a 的 函数 曲线 
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15.17 ”人 恒 常 频率 比 r4/r, RF e F a 的 函数 曲线 
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到 15.18 恒 常 频率 比 r3/r, KF e Ma 的 函数 曲线 




















例 578 恒 常 频率 上 的 频率 响应 
频率 响应 是 w、e AE 的 函数 ， 阻 尼 的 作用 是 消减 振动 的 振幅 。 所 以 先 令 &=0， 并 绘 
Hw KF a All 的 函数 特性 曲线 ， 图 15. 19 所 示 为 第 二 个 恒 常 频率 7r, Eu 的 特性 。 因 为 
limu, =1 (15.77) 
m 从 1 开始， 无论。 EREE, m 值 始终 大 于 1。 
如 图 15. 20 所 示 , ps 不 是 a 的 函数 ， 但 它 是 e 的 减 函 数 。 如 图 15.21 Bias, Hida fle 
UNH, ABA ulo u, us 和 pw 的 相关 特性 如 图 15.22 和 图 15. 23 所 示 。 


7 7 A 
£=10 E=5 E=3 


€=0.1 
































图 15.19 py 关于 es 和 a 的 特性 函数 曲线 





例 579 ”四 分 之 一 车 辆 模型 的 固有 频率 和 振动 隔离 

现代 典型 乘 用 车 的 两 个 固有 频率 分 别 约 为 1Hz 和 10Hz， 前 者 源 于 簧 载 质 量 的 颠 艇 振动 ， 
后 者 源 于 非 自 载 质 量 的 跳动 振动 。 一 般 速 度 下 ， 路 面 冲击 的 波长 远大 于 车 辆 轴 距 的 长 度 ， 这 
种 冲击 会 激励 车 身 的 颠 复 运 动 。 速 度 增加 后 ， 冲 击 波长 变 得 小 于 车 辆 轴 距 长 度 ， 将 导致 非 簧 
载 质量 的 强烈 振 动 。 因 此 ， 当 车 轮 受到 路 面 上 的 独立 冲击 时 ， 这 种 冲击 会 使 车 轮 在 非 签 载 质 
量 的 固有 频率 下 振动 ， 振 动 频率 约 为 10Hz。 则 对 簧 载 质量 的 激励 频率 应 该 是 非 簧 载 质量 的 
振动 频率 ， 即 约 10Hz。 因 为 簧 载 质 量 的 回 有 频率 约 为 1Hz， 所 以 产生 了 对 簧 载 质量 很 好 的 
隔 振作 用 。 频 率 范围 在 10Hz 左右 的 振动 对 簧 载 质 量 的 舒适 性 没有 严重 的 影响 。 当 车 轮 通 过 
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u3 














图 15.22 TRF e 和 a 的 特性 函数 曲线 
3 


粗糙 起 伏 表面 时 ， 对 车 轮 的 激励 频率 范围 较 宽 。5 ~20Hz 的 高 频率 激励 意味 着 对 得 载 质 量 的 
高 频率 和 输入， 这些 振动 激励 输入 同样 可 以 被 有 效 地 隔离 。 但 是 ， 低 频率 激励 仍 会 导致 答 载 质 
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图 15. 23 元 关于 e 和 a 的 特性 函数 曲线 





15.4% RMS 优化 


图 15. 24 所 示 为 一 个 类 似 于 四 分 之 一 车 辆 模型 的 基 座 激励 二 自由 度 系统 的 设计 图 表 。 其 
横 轴 是 相对 位 移 均 方 根 Sy = RMS(m)， 纵 轴 是 绝对 加 速度 均 方 根 Su = RMS(u) 。 
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图 15. 24 ”四 分 之 一 车 辆 模型 中 绝对 加 速度 均 方 根 Sa = RMS(w) 关 于 相对 位 移 
均 方 根 S, = RMS(”m) 的 曲线 图 及 最 优 设计 曲线 















































两 组 曲线 形成 了 网 格 图 ， 第 一 组 与 在 右 端 接近 互相 平行 ， 代 表 常 阻尼 比 &， 第 二 组 代表 
常 固有 频率 比 w。 其 中 有 一 条 曲线 称 作 最 优 设计 曲线 ， 代 表 最 优 主 悬 架 参 数 。 
最 优 设计 曲线 是 应 用 RMS 优化 策略 优化 的 结果 : 
相对 Sz 的 最 小 Sy (15.78) 
该 结果 表明 ， 如 果 存 在 对 应 于 相对 位 移 的 最 小 绝对 加 速度 ， 则 此 时 四 分 之 一 车 辆 模型 的 
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甚 架 是 最 优 悬 架 。 从 数学 意义 上 讲 ， 上 述 策略 等 同 于 如 下 最 小 化 问题 : 
OS, 
aa (15.79) 
Pa 0 (15. 80) 
as? > d 


MHAE HRM ERRER 的 最 优 刚度 k, 和 阻尼 c, 时 ， 首 先 在 横 轴 上 估算 一 个 5; 
值 ， 并 划一 条 垂 线 与 最 优 曲线 相交 ， 交 点 即 是 对 应 该 S, 值 的 最 优 a 值 和 值 。 

图 15. 25 所 示 的 应 用 示例 中 ， 取 5; =0.75, MARE E~0.3, a~0.35, € 和 
a MER, FPR k, Alc, 的 优化 值 。 


0.22 











0.20 
































到 15.25 S, =1 RARE, Feit E~0.3, a~0. 35 











k, =a? h (15.81) 
c, =2é ./k,m, (15. 82) 
证 明 : 连续 方程 g (a, é, e, w) 的 均 方 根 定义 为 
RMS( g) = l ik g 2(a,€,6,0) dw (15. 83) 
w — WI 


式 中 ,wy<w<o， 浆 作 工 侨 率 范 国 。 设 某 工 作 频率 范围 为 0</| = £) <20Hz 的 激励 频 


率 ， 该 范围 几乎 涵盖 了 所 有 地 面 车 辆 ， 尤 其 是 公路 车 辆 。7 Flu 的 RMS 为 
S, = RMS(n) (15. 84) 
Sa =RMS(u) (15. 85) 
在 应 用 车 辆 动力 学 中 ,通常 用 Hz 作为 频率 的 单位 ， 而 不 是 用 rad/s。 即 倾向 于 基于 以 
Hz 为 单位 的 圆周 频率 和/ 进行 设计 计算 ， 而 基于 以 rad/s 为 单位 的 角 频 率 w 和 own 进行 解 
析 计 算 。 
计算 工作 频率 范围 内 的 5, ALS, 
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15. 86 
n= ah 7 (15. 86) 
= 2 40T 2 2 1 40T 2 
0 Í udr =a 10n ry dr (15. 87) 
FOR n° Alu? WB 
Ba Lfl (: | 
Ju ee 7 Z, + Z, Z, Jin =o 
1/1 -Z 
+ DZ In{ = 2 
IZ A 2: 3l ; 
Afi i ~] 
+27, Z + ZZ; Jin +z, 
lfi [ = 
HA as wa (15. 88) 
-Z r-Z 
w= Blea) Balt 
Jn a r+Z, 7 r +Z, 
-Z r-Z 
AR (> Ng in| ces) 15. 89 
e r+Z, 27, r+Zy ( ) 
参数 Z1 ~Z 为 
_1 -Zio + VL23 1 415 
Zis 5 Zo iZ (15.90) 
_1 Zig Z3 1 445 
2, =5 am a (15.91) 
il -Zio + VL 1 Lis 
让 Fi A (15.92) 
1 -Zi -VZ 1 Ži5 
Ly = 7 Z, 4 Z, (15.93) 
Z; =42 (15.94) 
Zs = (Zi - 25) (Z{ -Z3) (Zi -24) (15.95) 
Z, = (43-23) (23-24) (23-27) (15.96) 
LAP EDD (15.97) 
Zy = (Zi 23) (23 22) (2-2) (15.98) 
以 及 
] 3 8Z13 + Z ] 
Zio 6 JZ + 3 + 3 “1 (15.99) 
Za 
8Z Z -323 
和 (15. 100) 
14 
47Z .ZZ -Z -874Z 
16414415 15 14417 (15. 101) 


i) 823, 
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6471417015 + 256Z1,Z 1g +16Z14Z1sZ16 - 3245 





Z= 25674, (15. 102) 
Z\4=a° (15. 103 ) 
Zis = —20° (1 +e) -207 +4(1 +8) aE (15. 104) 
Zig = -8V°E(lt+e) + (1 t+e)7a* -2a2(2+e)+1l (15. 105) 
Zi =42 -207? (1 +e) -2 (15. 106) 
Zig =1 (15. 107) 
Zi =419 -Zu (15. 108 ) 
Z» =D +12 cf Foy (15. 109) 
Zp, = —288Z,,2Z,3 + 10827, +873; (15. 110) 
Zo = - 16823, +38421 27, -482Z,5Z1, 
-432Z ZZi +812 +12Z},Z%, (15.111) 
Z» =Z (Zu -Zio) -2212210 (15. 112) 
LZ piggy YY At (15. 113) 


这 样 就 可 以 根据 式 (15.86) 和 式 (15.87) 在 频率 范围 0</<20Hz 内 计算 需要 的 
RMS, S, F Suo 
xt (15.86) 和 式 (15.87) RHH, S, AS, 都 仅 是 三 个 变量 e、a M é 的 函数 。 
Sy =5,(€,a,€) (15.114) 
S, =S,(e,a,€) (15. 115) 
在 应 用 车 辆 动力 学 中 ，s 往往 是 固定 值 ， 所 以 任意 一 组 设计 参数 (a, E) 都 可 以 唯一 
地 确定 $, 和 5,。 设 





ee (15. 116) 

应 用 式 (15.86) 和 式 (15.87) ， 即 可 以 绘 出 如 图 15. 26 所 示 曲 线 图 ， 表 示 在 a AE 变 
化 时 ，S。 相对 于 S, 的 变化 情况 。 令 a 保持 为 常数 ， 改 变 &， 可 以 对 确定 的 S, 值 取 S, 的 最 
小 值 。 这 些 最 小 点 连 成 优化 曲线 ， 并 可 以 据 此 确定 最 佳 AE 值 。 应 用 最 优 设计 曲线 进行 优 
化 设计 时 ， 先 估算 一 个 S, 值 或 5, 值 ， 然 后 在 设计 曲线 上 找到 相应 的 点 。 

图 15. 24 是 一 个 局 部 放大 的 图 ， 其 横 轴 是 相对 位 移 的 均 方 根 S, = RMS(m) ， 其 纵 轴 是 绝 
对 加 速度 的 均 方 根 S, = RMWS(Cu) 。 优 化 曲线 表明 ， 使 悬 架 变 软 可 以 减 小 车 身 加 速度 ， 但 是 此 
时 相对 位 移 需要 更 大 的 空间 。 因 为 物理 条 件 约束 ， 车 轮 行程 通常 有 限 ， 所 以 设计 悬 架 时 ， 应 
充分 利用 可 用 悬 架 行程 ， 并 尽量 减 小 车 身 加 速度 。 在 数学 上 ， 这 个 要 求 等 效 于 式 (15.79) 
和 式 (15. 80) 。 

例 S80 ”最 优 四 分 之 一 车 辆 模型 的 检验 

为 了 检验 最 优 设计 曲线 ， 并 比较 进行 悬 架 优 化 设计 的 可 行 方法 ， 假 设 一 辆 有 非 最 优 设计 
悬 架 的 四 分 之 一 车 辆 ， 在 图 15. 27 中 用 Pi 表示 。 

2=3 a=0.35 上 =0.4 (15. 117) 

为 了 对 悬 架 进行 优化 ， 可 以 保持 刚度 不 变 ， 改 变 阻 尼 直 至 达到 某 一 优化 值 。 或 者 保持 阻 
尼 不 变 ， 改 变 刚 度 直 至 达到 某 一 优化 值 。 但 是 ， 最 好 能 够 同时 改变 刚度 和 阻尼 ， 使 其 根据 物 
理 约 束 条 件 和 需求 到 达 最 优 曲线 上 的 某 个 点 。 
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图 15. 26 “四 分 之 一 车 辆 模型 中 绝对 加 速度 均 方 根 5, = RMS(w) 关 于 相对 位 移 
均 方 根 5, =RMS(m) 的 曲线 图 
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图 15.27 ”对 某 四 分 之 一 车 辆 的 非 最 优 设计 点 Pl 进行 优化 得 到 两 个 最 优 设 计 点 P AP 





图 15. 27 中 的 点 Pa 和 点 Pl 有 相同 的 a 值 ， 其 最 优 阻 尼 比 和 =0.3。 点 P 和 点 Pi 有 相 
同 的 <， 其 最 优 固有 频率 比 w=0. 452。 意 即 点 P 和 点 P 是 对 非 优 化 设计 点 Pi 的 两 个 备 选 
最 优 设计 。 

图 15. 28 中 对 比 了 三 个 点 Pi. Pa 和 Ps 的 加 速度 频率 响应 log w， 点 Ps 的 加 速度 频率 响 
应 最 小 。 图 15. 29 所 示 为 三 个 点 的 绝对 位 移 频 率 啊 应 log pe, E 15. 30 所 示 为 三 个 点 的 相对 位 
移 频 率 响 应 log m。 这 些 图 表明 ， 点 Po 和 点 P 代表 的 悬 架 系 统 都 比 点 Py 代表 的 悬 架 系统 要 
AH, ER Py HOR Ps 的 加 速度 水 平 高， 但 是 需要 较 小 的 相对 悬 架 行程 。 蕙 架 P, 比 悬 架 
Py 的 加 速度 水 平 低 ， 但 是 需要 较 大 的 悬 架 行 程 空间 。 
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图 15.28 图 15.27 中 点 Pi, P, 和 Ps 的 绝对 位 移 频率 响应 人 











图 15.29 图 15.27 中 点 Py. Po 和 Ps 的 相对 位 移 频率 响应 了 


例 581 四 分 之 一 车 辆 模型 的 一 个 非 优化 设计 点 与 两 个 优化 设计 点 的 比较 
对 非 优化 悬 架 进 行 优化 的 方法 是 保持 相对 位 移 $; 或 绝对 加 速度 Su 的 RMS 为 常数 ， 在 
优化 设计 曲线 上 求 相 应 的 点 。 图 15. 31 所 示 为 非 优 化 设计 点 Pi 的 两 个 备 选 优化 设计 点 P 和 
点 P, o 
假设 质量 比 为 
2E=3 (15. 118 ) 





HA Pi 的 悬 架 参数 为 

&=0.0465 aw=0.265 S,=2 S,=0.15 (15. 119) 
与 点 Pl 有 相同 Sa 值 的 对 应 优化 点 P 的 参数 为 
¿=0.23 a=0.45 58, =0.543 Su =0.15 (15. 120) 
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@2=0.35 
&=0.3 


Pi a3=0.452 


E3 =0.4 
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Su 
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ia. «OW, ote 


1.0 





图 15. 31 ” 非 优 化 设计 点 Pi 


2.0 


TY 


3.0 4.0 


T 
5.0 
Sn 


的 两 个 备 选 优化 设计 点 Pa 和 点 P3 


与 点 Pl 有 相同 S, 值 的 对 应 优化 点 Ps 的 参数 为 


é =0. 0949 a=0.1858 











S, =2 S, =0. 0982 (15. 121) 


图 15.32 Bran Wee ae ae, KEARI P 和 点 P, 都 有 较 低 的 总 体 振 幅 ， 在 第 二 个 











E 上 








共振 区 处 尤其 明显 。 图 15. 33 RAER 
所 示 为 得 载 质 量 绝 对 加 速度 u 振幅 。 

例 582 丸 ”固有 频率 和 隔 振 要 求 

道路 的 不 规则 性 是 乘 用 车 的 最 常见 激励 
装置 设计 要 求 的 主要 因素 。 由 主 悬 架 支 撑 的 
量 的 固有 频率 ， 称 作 车 轮 跳动 频率 ， 通 常 在 

通过 采用 软 弹 簧 ， 降 低 主 悬 架 的 固有 频 




















非 簧 载 质量 之 间 的 相对 位 移 振幅 ， 图 15. 34 


eG] 





源 ， 因 此 ， 车 辆 系统 的 回 有 频率 是 确定 常规 隔 振 
车 身 回 有 频率 通常 在 0. 2 ~2Hz 之 间 ， 非 簧 载 质 
2 ~20Hz 之 间 ， 军 用 和 车辆 的 频率 值 还 会 更 高 。 

率 可 以 改善 簧 载 质量 对 不 平 路 面 的 隔 振 。 降 低 固 


ET FA 




















有 频率 往往 能 提高 乘 适 性 ， 但 是 这 样 会 因为 





筑 载 质量 和 非 簧 载 质 量 之 间 的 相对 运动 较 大 而 带 
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图 15.33 图 15.31 P Pi, Pa 和 Ps 的 相对 位 移 频率 响应 7 
来 设计 问题 。 振 动 空间 约束 ， 即 最 大 可 用 相对 位 移 ， 是 基 架 系统 设计 人 员 必 须 考虑 的 最 重要 
的 约束 条 件 之 一 。 其 他 约束 源 于 总 体 稳定 性 、 可 靠 性 、 经 济 性 或 费用 因素 。 
例 583 ”优化 特性 变化 
如 图 15. 35 和 图 15.36 所 示 ，a PE 的 优化 曲线 表明 了 各 自 变 化 的 趋势 。a AE 的 优化 
值 都 是 相对 位 移 RMS S, 的 减 函 数 。 所 以 ， 空 间 人 允许 时 可 以 减 小 w ALE, FA BORAT ARR ARS 
更 好 的 乘 适 性 。 图 15.37 所 示 为 a 和 & 之 间 的 联动 关系 。 


1$.S 文 ”基于 固有 频率 和 车 轮 行程 的 优化 


设 通过 某 一 固定 的 质量 比 e 和 固有 频率 比 a 在 频率 响应 曲线 中 确定 了 某 节点 的 位 置 ， 
则 阻尼 比 的 优化 值 为 
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Sn 


图 15.35 a 优化 值 关 于 相对 位 移 RMS S, 的 函数 曲线 
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图 15.36 优化 值 关于 相对 位 移 RMS S, 的 函数 曲线 
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图 15.37 6 =3 时 四 分 之 一 车 辆 a 优化 值 与 & 优 化 值 的 联动 关系 








7 2 
es -V+ (15. 122) 
LZ 36 Z35 
式 中 
pA ET E (15. 123) 
AE OR EF (15. 124) 
Z =(2@(1 +e) +1) (15. 125) 








优化 阻尼 比 &” 导致 第 二 个 共振 振幅 jw 在 第 二 恒 常 频率 处 发 生 , r=r, E=E" 时 ， 相 
对 位 移 n 的 值 为 








(VZ3 -80 -Z35) Vi +e 
Mm = (15. 126) 
20 (Zag 237 - Zag) 
式 中 
Zs =4a (1+s) -4o (1+s)2(1-s)+(1+22) (15. 127 ) 
Zo = -8af (1 +e)? +12a (1 +8)? (1 -e) 
-2a*(1+e)(1 +36" -2e)+(1+e’) (15. 128) 




















WEAR: 式 (15.45) 和 式 (15.46) P26 ih A) SEAR E PAE ER E LB AG e 和 a 
有 关 。 给 定 6 时 ， 可 以 通过 假设 最 大 允许 静态 变形 并 调整 固有 频率 值 计 算 a 的 值 。 如 果 a 
和 的 值 已 经 确定 并 保持 不 变 ， 则 可 以 确定 在 第 二 个 节点 引发 第 一 个 共振 振幅 的 阻尼 比 为 
优化 阻尼 比 。 对 于 大 于 或 小 于 优化 阻尼 比 的 阻尼 比 ， 共 振 振 幅 将 会 更 大 。 

WER u KF r 的 微分 并 令 微分 结果 为 0 得 到 与 最 大 关联 的 频率 











aml a_l 2 E E 
ðr 2u ðr = 7, (86 thy = Z% = Zy,) =0 (15. 129) 
Los = |r (ra -1) +[1 Sat te)ra’ |}? 

+4Er [1 - (1 +e)? ]? (15. 130) 


Zas =8Er(4E r +1)[3ra (1 +e) -1] 
x[ra(l+e) -1] (15. 131) 
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Zy =4r (427? +1) [rar (1 +e) +7°(1-ra’) -1] 
x[a?(1 te) -2ra +1] (15. 132) 
此 时 ， 如 果 用 式 (15.61) 给 出 的 7 代替 式 (15.129) 中 的 频率 比 >， 则 可 以 得 到 式 


(15.122) 中 的 优化 值 &”。 优 化 阻尼 比 &* 使 多 在 第 二 恒 常 频率 ”处 取得 最 大 值 ， 图 15. 38 
所 示 为 包括 =é&“ 的 不 同 & 取 值 时 频率 响应 j 的 示例 。 

















图 











15.38 Fi é =é" 的 不 同 & 取 值 时 频率 响应 的 示例 
图 15. 39 所 示 为 &E” 对 a All 变化 的 敏感 性 。 








图 15.39 关于 a File 函数 的 优化 值 &” 


FEE“ RAS u 的 通用 表达 式 , u 的 最 大 绝对 值 应 该 等 于 由 式 (15.51) 计算 出 的 pw。 


把 r=r, 和 é&=é” 代 入 到 式 (15.25), HARF m 的 式 (15.126)。 固 有 频率 越 低 ， 对 路 面 
不 规则 性 的 隔离 就 越 有 效 。 所 以 ， 主 弹簧 的 刚度 应 该 尽量 低 。 图 15. 40 MRH E = E* 时 7 
的 特性 曲线 。 


328 和 车辆 动力 学 理论 与 应 用 〈 下 册 ) 〈 原 书 第 2 版 ) 














图 15.40 &=é* 时 ”m, 关 于 a 和 的 函数 特性 曲线 


例 584 m 关于 = ”特性 曲线 上 的 节点 
第 二 个 节点 处 的 相对 位 移 7 是 a 的 单调 增 函 数 ， 且 有 两 个 恒 常 点 。” 的 恒 常 点 可 以 从 
下 面 的 计算 得 出 





+r | (a -1)+[1-(1+e)o]| 


={7(rPoe2-1)4+[1-(l+e)rea?]}? (15. 133) 
+rP[1-(l+e)ra’ | 
即 
m=0 m1=0 (15. 134) 
r = — S (15. 135) 
a J/lte E 
rm 时 人 的 值 为 
2 
pm = “(1 te) [4E +a? (1 +2) ] (15. 136) 
g 


例 585 xn 的 最 大 值 
如 图 15.4 所 示 ，7 的 节点 位 于 =0 AE = % 曲线 的 交点 ， 可 能 存在 一 个 特殊 的 阻尼 比 
使 在 该 节点 处 取 最 大 值 。 为 了 求 出 n 的 最 大 值 ， 需 要 解 下 面 关 于 的 方程 





aer an sz Za - Z3 — Z31 ) (15. 137) 
式 中 
Z3 ={P (re -1) +[1-CUte)rea’]}? 
+42? [1-(l+e)ro |? (15. 138) 
Zu BEP 13r oe (1 +e) -1][re’(1 +e) -1] (15. 139) 


Za =4P [ra (l+e) +r (1-ra’) -1] 
x[a2(1+e) -272o2 +1] (15. 140) 
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HI, n 的 最 大 值 发 生 在 下 面 方程 的 根 


Zar? + Zarf + Zy -1=0 (13) 16)) 
式 中 
Dye (15. 142) 
Z3, =20°2@ (1+8)? +a (1+8) -0° (15. 143) 
Za = (1 +e) +1-22 (15. 144) 


n 小 于 某 特殊 阻尼 比值 &; 时 ， 式 (15.141) 有 两 个 正 根 ，7 KF é, 时 ， 式 (15. 141) 
有 一 个 正 根 ， 其 中 
Én =€,(a,€,€) (15. 145) 
式 (15.141) WIERE rs 和 re， 与 之 对 应 的 相对 位 移 记 为 mn; Mns, HP rs <r é> 
én 时 ， 恒 常 频率 rs 和 ro 将 相等 ， 两 者 在 é 变 为 无 穷 大 时 等 于 7 。 只 要 &<6，，r6 MKF rs, 
FE ESE, 时 ， 二 者 相等 。 相 对 位 移 ms 和 me 是 二 的 单调 减 函数 ， 它 们 在 二 变 为 无 穷 大 时 变 
K Nao 
从 式 (15.135) 中 可 以 看 ,7 AG a Me AK, MN MG e 有 关 。 如 果 给 定 
e, M 7 也 可 以 确定 。 因 此 ， 相 对 位 移 的 最 大 值 7 不 能 小 于 npo TEA AT RER BIES é 
使 n 在 7 处 取得 最 大 值 。& 的 优化 值 可 以 通过 将 m6 的 最 大 值 调整 到 允许 的 车 轮 行程 时 获得 。 


15.6 ”小结 


车 辆 的 垂直 振动 可 以 用 二 自由 度 线性 系统 建 模 ， 该 模型 称 作 四 分 之 一 车 辆 模型 。 车 身 质 
HAN PS ZEA BU, FAA EAR k Me, SCH EER k, Me 安装 在 车 辆 的 一 
TEE, PERR ME. AME k, 的 轮胎 置 于 路 面 。 

假设 车 辆 在 简 谐 起 伏 道 路 上 行驶 ， 则 可 以 求 出 簧 载 质 量 和 非 簧 载 质 量 的 频率 响应 ， 还 可 
以 根据 系统 的 线性 特性 求 出 相对 位 移 。 簧 载 质量 的 频率 响应 有 四 个 节点 ， 第 一 个 和 第 四 个 节 
点 通常 不 在 共振 区 ， 或 者 不 在 工作 频率 范围 之 内 。 中 间 节 点 位 于 人 =1 的 两 侧 ， 因 此 ， 这 两 
个 节点 不 能 相等 ， 也 不 能 应 用 Frahm 优化 。 

应 用 均 方 根 优 化 方法 (RMS 优化 方法 ) 可 以 求 出 绝对 加 速度 和 相对 位 移 的 均 方 根 ， 
RMS 优化 方法 基于 这 样 的 策略 ， 即 令 绝对 加 速度 的 均 方 根 关 于 相对 位 移 的 均 方 根 最 小 。 
RMS 优化 的 结果 是 引入 了 取 固 定 质量 比 时 的 一 条 优化 设计 曲线 。 


15.7 主要 符号 










































































a 加 速度 f= 1/7 循环 周期 ， 单 位 Hz 
: 阻尼 阻尼 力 

cs Ee RE th 弹簧 力 

RVers i 圆周 固有 频率 

g (°) 特征 方程 

d, 道路 波 振幅 is 

“in TRE k ERR MLE 
it i ku 轮胎 刚度 
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L 四 分 之 一 车 辆 模型 固有 频率 
四 分 之 一 车 辆 模型 的 参数 如 下 : 





xu 的 稳 态 振幅 

基 座 激励 位 移 

y 的 稳 态 振幅 

相对 位 移 

z 的 稳 态 振幅 

短 符号 表示 法 参数 
固有 频率 比 

固有 频率 比 

簧 载 质量 相对 频率 响应 
簧 载 质量 频率 啊 应 











E=c,/ (2 Jk, m) 阻尼 比 


有 效 刚 度 x, 
刚度 矩阵 y 
动能 7 
拉 格 朗 日 函数 
质量 Z 
KARE Z, 
JERE 的 
质量 矩阵 e=m/m, 
激励 频率 比 n=! Z/Y\ 
节点 频率 比 u= X/YI 
固有 频率 比 
u 的 均 方 根 2 
7 的 均 方 根 r= | XY| 
时 间 w=27/ 
周期 
策 载 质量 加 速度 频率 响应 。 “MV 
非得 载 质 量 加 速度 频率 响应 。 "VA 
势能 Re. 
绝对 位 移 Ph: 
SAAS ae 
JERREL ‘ 
x 的 稳 态 振幅 
x, 的 稳 态 振幅 

J 题 

m, =275kg 

m, =45kg 


k, = 200000N/m 


u 


k, = 10000N/m 


试 求 其 固有 频率 。 


2. 运动 方程 
应 用 如 下 相对 坐标 ,推导 图 15. 1 所 示 四 分 之 一 车 辆 模型 的 运动 方程 : 





(a) 


(b) 





Zs =X, TY Zu 一 Xu 一 外 


Z=% — Nu 


Zu 三 XL yy 


优化 阻尼 比 

非 竹 载 质 量 频率 响应 
角 频 率 ， 单 位 rad/s 
筑 载 质量 频率 

非 筑 载 质量 频率 
固有 频率 


市 点 编号 

固有 

spung mass, URE 
unspung mass, JERE 





nature , 
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(c) 
ZZ 二 Xs 一 Mu Z 一 光一 人 
3. 友 不 同 坐标 的 固有 频率 . 
求 出 并 比较 习题 2 中 三 种 情况 下 的 固有 频率 ,应 用 习题 1 中 的 数据 验证 其 是 否 相 等 。 
4. 四 分 之 一 车 辆 模型 的 节点 频率 
求 下 面 参 数 的 四 分 之 一 车 辆 模型 的 节点 频率 : 
m, =275kg m,=45kg k,=200000N/m k, = 10000N/m. 
用 习题 1 中 求 出 的 固有 频率 检查 节点 频率 的 大 小 顺序 。 
5. 四 分 之 一 车 辆 模型 的 频率 响应 . 
一 辆 汽车 在 起 伏 道 路 上 行驶 ,道路 波长 由 =20m, 振 幅 d, =0. 8m, 
m, =200kg m, =40kg 

k, =220000N/m k, =8000N/m c, =1000Ns/m 
求 汽 车 在 下 面 车 速 行驶 时 的 稳 态 振幅 X, X 和 Z: 
(a)v =30km/h 
(b)v =60km/h 
(c)v =120km/h 
6. 四 分 之 一 车 辆 模型 的 基 架 优化 
设 某 汽车 的 参数 为 

m, =200kg mu =40kg Ek,=220000N/m S,, =0.75 
RIA HERE RK, 
7. 四 分 之 一 车 辆 模型 的 a =0.45,2 =0.4。 如 果 道 路 激励 的 振幅 是 Y= lecm ,和 车轮 行程 应 

该 为 多 少 ? 

8. 女 四 分 之 一 车 辆 模型 和 时 间 响 应 
四 分 之 一 车 辆 模型 的 参数 如 下 : 

m, =220kg mu =42kg Ek,=150000N/m S,, =0.75 
AEA READE ARE XT PZ BER Bi BS ne DY 
9. 娘 四 分 之 一 车 辆 模型 
四 分 之 一 车 辆 模型 中 ,已 假设 轮胎 一 直 与 地 面 接 触 。 现 求 轮胎 离开 道路 表面 的 条 件 。 
10. 优化 阻尼 
设 某 四 分 之 一 车 辆 模型 的 w = 0.45, 6 = 0.4, 求 优化 阻尼 比 &*。 
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